( Bu bolimde islenecek olan konularin, matematik miifredat
programindaki yeri altta gosterilmistir. )

12. 5. TUREV
12. 3. 1. Limit ve Sureklilik

Terimler ve Kavramlar: Bir noktada limit, sagdan limit, soldan
limit, sureklilik

12.5.1.1. Bir fonksiyonun bir noktadaki limiti, soldan limit ve
sagdan limit kavramlarini aciklar.

A ') Limit kavrami bir bagimsiz degiskenin verilen bir sayiya
yaklasmasindan hareketle, tablo ve grafikler yardimiyla
aciklanir.
B ) Bilgi ve iletisim teknolojilerinden yararlanilr.
C) Cauchy’nin calismalarina yer verilir.
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12. 5. 1. 2. Limitile ilgili 0zellikleri belirterek uygulamalar yapar.

A) Polinom, koklu, iistel, logaritmik ve trigonometrik fonksi-
yonlar iceren limit uygulamalar1 yapilir ancak sonsuz icin
limit, sonucu + o0 olan durumlara girilmez.

B ) Sadece pay ve paydasi ¢carpanlarina ayrilarak belirsizligin
kaldirilabilecegi limit 6rneklerine yer verilir.

12. 5. 1. 3. Bir fonksiyonun bir noktadaki sureKkliligini agiKklar.

A') Fonksiyonun grafigi iizerinde suirekli ve siireksiz oldugu
noktalar buldurulur.

B ) Limitin tarihsel gelisiminden ve Salih Zeki'nin bu alana
katkilarindan bahsedilir.
C) Bilgi ve iletisim teknolojileri yardimiyla suireklilik
uygulamalar1 yaptirilir.
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TUREV

Limit Ve Sureklilik

Limit

y=f(x)=-x+5 fonksiyonunun x ve y degerlerinin

alttaki tablosunu inceleyelim.

_— e e
x | ... 197198199 2 |201]202]203
y | ... [303][3,02]|301] 3 [299]298]297
—— < ——

Tablodan da goriildugii gibi x sayis1 2 'ye yaklastikc¢a, x sayisina

karsilik gelen y sayisi da 3 sayisina yaklasiyor.

Tablo degerlerini fonksiyonun grafigi iizerinde de gorebiliriz.
Bunun icin dogrusal fonksiyonun grafigini cizelim.
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- X+ 5 ise x = 5 bulunur.
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Tanun: f: R—=R bir fonksiyon olsun. a ve 1 € R icin; x

degeri a sayisini alirken f ( x ) fonksiyonunun sonucu 1 dege-
rini aliyorsa, “ f ( x ) 'in limiti 1’dir ” denir.
limf(x) =1 olarak gosterilir.

X —»d

Kural 1: Ozel durumlar haric ( sagdan - soldan limit, belirsiz-
likler) im f( x ) =f(a) olarakalinir.
X—a
Yani f fonksiyonunda x yerine a sayisini kullanir ve sonu-
cu buluruz.
Soru: lim(3x?-4x+7)=7?
X—5
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Soru: lim(x*+3x-1)-lim(9-x3)=7?
X—3 X — -2
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Soru I 3\/12 — 4x .
> lim = 7
3x + 27
Xx—-13
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Not: a ve c € R icin;

1) Ilim[f(x)+g(x)]=1limf(x)+1limg(x)
X—d X—a X —»a

2) lim[f(x).g(x)]=1limf(x).limg(x)

X—d X—=a X —» a
lim f
e £ m f(x)
) lm Yy = Tim g (x)
X —a
X—sd

4) lim [c.f(x )] =c.lim f( x) olarakalinir.
X—d X—=Qa

V.b. kurallar ¢ogaltilabilir.
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Soru: f(x)=4+6x,h(x)=x?-3x+ 2 fonksiyonlari

veriliyor. Buna gore;

A) Ilim [f(x)+h(x)]=7?
X —> -2

B) lim|[f(x).h(x)]=?
X —=3
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Soru: f(x)=5x-7,h(x)=4x3 - 14x + 1 fonksiyonlari
veriliyor. Buna gore;

A) lim [ f(x) "x) =72
X—> 2

B) lim|h(x)—-f(x)|=7?
X— -1
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Soru: f(x)=3m+ 6x - x? -1 fonksiyonu veriliyor.

limf(x)=31-m isem = ?
X — 4
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Soru: f(x)=x3+3x-10 + k fonksiyonu veriliyor.

lim f2(x)=lim[f(x)-Kk+20] ise k =?
X — 2 X— -1
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Soru: 1lim ( sinx + cos6x ) = ?
X —=T/6

8sinx . tanx

1|
"~

Soru: lim

COS X
X— 60°
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Soru: 1lim [ cos?x - sin?x + tan(x - 15°) ] = ?
X— m/12
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Soru: lim arccos ( tanx ) = ?
Xx— T/ 4

Soru: lim [ arcsinx + arccot(1-x)] =7?
X— 1
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Soru: 1lim log,sx> =7
Xx—125

Soru: lim[log,(x+70)-log,(2-x)]=7?
X—-6
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Kural2: f(x) =c ( c sabit,c € R ) fonksiyonunun sonu-

cu, X bir a( a € R ) sayisina gitse de degismez.
lim f( x ) = ¢ olarak alinir.
X—d
e Sabit fonksiyonda x ’'li terim bulunmazdiu.
o Sabit fonksiyon Kesirli verilirse benzer terimlerin
oranlari birbirine esitti.

Soru: f(x)=kx - 4x + 3k - m + 6 fonksiyonundaher a € R

icin limf(x) =10 ise k.m =?
X —d
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2Zmx — 5

Soru: f(x) = 30 + 24x fonksiyonunda her a € R i¢in
Iimf(x)=Kk ise k.m =7?
X=— d
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TJammm: 1) f( x ) fonksiyonunun x = a sayisina soldan

yaklasirken aldigi degere f fonksiyonunun “ soldan limiti ” adi

verilirve lim f( x ) ile gosterilir.

X—d

lim f(x) =1; degerine de fonksiyonun “ soldan limit
X—a~ degeri ” adi verilir.

2) f( x ) fonksiyonunun x = a sayisina sagdan yaklasirken
aldig1 degere f fonksiyonunun “ sagdan limiti ” ad1 verilir ve
lim f ( x ) ile gosterilir.

X—a’t

lim f( x) =1, degerine de fonksiyonun “ sagdan limit
X—a’ degeri ” ad1 verilir.
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Ornegin alttaki grafigi verilen fonksiyonu inceleyelim.
f: R-{4}—R olsun.

2

. >
—_— 4 <«— X

Iimf(x)=5, Iimf(x)=3 , limf(x)=1 ve
X——1" X——17 X—4"

lim f( x ) =1 olarak bulunur.

X— 47
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Soru : Ay Tanimli oldugu aralikta grafigi

verilen f fonksiyonu icin

istenenleri bulunuz.
f: R-{-4}—R

A) lim f(x) = ?
X—s—2+ C) f(-2)=7?

B) limf(x)-limf(x)=2? D) limf(x)+limf(x)=?
X—s—2" XxX—» 47 x—=0" X— — 4~
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Soru . y VA

-2 f ve g fonksiyonlarinin
grafikleri verilmistir.
Buna gore;

A) im[f(x)+g(x)]=? B) lim[5g(x)-f(x)]=7?

X— 0" X— 27"
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f ve g fonksiyonlarinin grafikleri

; verilmistir. Buna gore;
A)lim[f(x)+g(-x)]=? B)Ilim[f(-x).g(x)]=7?
X— 2" X— -2

( Limit degeri bilinmeyen fonksiyonda yaklasilan sayinin yerine go-

re aldigr deger kullanilir. )
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2.vol: f( -x) ve g( - x ) fonksiyonlarinin grafikleri ¢izilir. Gra-
figin x eksenine gore simetrigi cizilirdi.
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Kural 3: f( x ) fonksiyonunun x = a sayisina soldan ve sag-

dan yaklasirken aldigi deger ( 1 ) ayni oluyorsa, fonksiyonun

X = a noktasinda limiti vardir.

lim f(x) =1, ve imf(x) =13 olup 1, = 1, ise
X—2a° X—a’t

fonksiyonun x = a noktasinda limiti vardir.

1, =1, =1 olarakalmip lim f( x ) =1 sonucu bulunur.
X—d

Tamm : Bir fonksiyonun grafigi iizerindeki kopukluk olan

noktalara “ kritik nokta ” adi verilir.
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Soru: Asagida tamimli oldugu aralikta grafigi verilen f fonksiyo-
nu icin istenenleri bulunuz. f: R-{-2}—R

>
X

A ') Kritik noktalarin ap-
sis degerlerini soyleyiniz.

B) lim f(x) = ?

X —»-2

C) limf(x)=7? D) lim f(x) = ?

X—5 X —>3
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Soru: Asagida tamimli oldugu aralikta grafigi verilen f fonksiyo-
nunun grafik iizerinde; A) Verilen hangi x degerleri icin limit
vardir ? B ) Kritik noktalarin apsisleri toplami kac¢ olur ?

f: R—R




Soru : y 4

f: R— R

fonksiyonunun grafigi B) limf(x)+1limf(x)

yanda verilmistir. X—s4 " X——271
Buna gore; -3 +f(2)+limf(x) =
A) Verilen noktalardan, limiti x—0

var olan noktalardaki limit
degerlerinin toplamini bulunuz.
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Soru :

Tanimh oldugu aralikta

y =f(x-3) fonksiyonunun
grafigi yanda verilmistir.

buna gore;

A) limf(x) =7

X —»—3"

-

( Icerisini saglayan
X degeri icin limit bulunur. )

f(x-3)

B) Verilen noktalar1 disitinerek f ( x ) fonksiyonunun limitinin
var oldugu noktalardaki x degerlerini bulunuz.

~05A-29 ~



2.yol: Yada f ( x ) fonksiyonunun grafigi cizilir ve istenen limit
degerleri bulunur. f ( x - 3 ) verildigi icin grafik ilk haline yani 3
br sola kaydirilir.
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Kural4: ( Parcali Fonksiyonun Limiti )

K(x) , x<a ise
f(x) = M(x) , x=a ise parcali fonksiyonu
N(x) , x>a ise verilsin.
Iimf(x)=1limK(x)=1; ve
X—a X—a

limf(x)=lim N(x) =1, degerleri bulunur.
X—sa’ Xx—-a’

e 1, =1, ise fonksiyonun x = a noktasinda limiti
vardir. X = a parc¢ali fonksiyonun sinir noktasidir.

e X = b degeri sinir noktasi degilse fonksiyonun limit
degeri b 'nin bulundugu yere gore f ( b ) olarak alinir.
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Soru : 24 - 3x , X < 2 ise

f(x) = 12 , X =2 Iise parc¢al1 fonksiyonu
X2 +4x+6 , x> 2 ise veriliyor. Buna gore

fonksiyonun x = 2 ve x = 5 noktalarindaki limit degerleri varsa
bulunuz.
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( 1 + x?2
Soru : , x<1 ise
X — 2
f(x) = <
(3)"‘ 11
— -— , x>1 1se
\ 5 3

parcall fonksiyonu veriliyor. Buna gore fonksiyonun x = 1 ve
x = - 3 noktalarindaki limit degerleri varsa bulunuz.
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Soru . -x3-4x+1 , x<-2 ise

f(x) = 4x*-x+2 , -2<x<3 ise
x3 +2x+2 , 3 <x ise
parc¢alil fonksiyonu veriliyor. Buna gore fonksiyonun x = - 2 ,

X = 0 ve x = 3 noktalarindaki limit degerleri varsa bulunuz.
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Soru : 42-3x  x<a ise
f(x) =

gx+1 = x>a ise

parcali fonksiyonu veriliyor. Fonksiyonun x = a noktasinda limiti

varsa a degerini bulunuz.
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r x?% —4x + 1
Soru , X <4 ise
) 5 — x
f(x) =
\ log,x+log,5 , x>4 Iise

parc¢all fonksiyonu veriliyor. Fonksiyonun x = 4 noktasinda limiti
varsa m degerini bulunuz.
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Soru . m2-mx? , x<2 ise

f(x) = - x? , X =2 Iise

n3 + 2m , X > 2 ise
parcali fonksiyonu veriliyor. Bunagore lim f( x ) = f( 2 ) ise
m.n = ? X— 2
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Soru . ax + 2b - 1 , X< 2 ise

f(x)=4 Vx2+4x+4 , 2<x<3 ise
a + bx , X>3 ise

parc¢all fonksiyonunun her x reel sayisi icin limiti var olduguna
gorea + b =7
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Kural 5: ( Limitte Belirsizlik Durumu )

f(x) 0

lim = — belirsizligi ortaya cikarsa, pay ve payda-
g(x) 0

X —a da carpanlara ayirma yapilir ve ortak

carpanlar sadelestirilerek belirsizlik ortadan kaldirilir.
Islem yapmadan énce belirsizligin olup olmadigi kontrol

edilmelidir.

X% — 64

Soru: lim = ?
X + 8

XxX— -8
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2x2% — 7x — 4

x2 + 3x — 28
X— 4

1|
=~

Soru: lim
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Soru: 1i x”—8 ?
0, . 1m = !
X2 4+ 4x — 12

X— 2
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3 3

o x3-y3
Soru: lim vZ _ x2 = 7
X—Yy
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Soru :

16* — 1

lim
2X — 1
x—0
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Soru :

x* +x3 -x-1

lim
x — 1
x—1
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COS 2X

Soru: lim - = ?
cosX — sinx
Tt
X ——
4
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x% 4+ mx — 7
Soru: lim — = k olup k # 0 ise m ve K sayilari-

x—1 ni1 bulunuz. ( Payda 0 olurken
sonu¢ tanimsiz olmuyorsa demek Ki islemde 0 / 0 belirsizligi var-

dir. Payin 0 olmasiicin m degeri bulunur ve ardindan kural kulla-
nilir. )
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X% — mx — 3
Soru: lim 3 = k olup k # 0 ise m ve Kk sayilari-
x° + 1
x—-1 ni1 bulunuz.
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X — 3
oru. lim =Kk olup k # 0 ise m ve Kk
) —4x%2 + mx — 3 P v
Xx—3 sayilarini bulunuz.
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Not : Mutlak degerli fonksiyonlarin limitinde x = a sayisina

nerden yaklasildigina dikkat edilerek mutlak degerin isaret
kontroli yapilir ve mutlak deger ortadan kaldirilir. x = a sayi-
s1 fonksiyonda kullanilir ve sonu¢ bulunur.

| x =5 |

X — 5
X— 57

Soru: lim ?
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4x — 8 + |2 — x
x%2 — 4

1|
=~

Soru: lim

X— 2"

~05A-51~



Jx2 —6x + 9

X2 —-x—6
X— 37

1|
=~

Soru: lim
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COS X

Soru: lim = ?
| cosx
X— 2T
_ | sin 2x |
Soru: lim - = ?
2 .S8SInX . COSX
tt
X —> —
2
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= ? ( Sayr mutlak degerin kokii ise verilen

saylya sagdan ve soldan yaklasirken limit
kontrolii yapilmalidir. )
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Soru :

x4 — | x|
lim > = 7

2x4 + | x|
Xx— 0

~05A-55~



~05A-56 ~



~05A-57~



Soru: lim
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 VJx+9 -3 _
Soru: lim , = ? ( Bu tip durumlarda uygun kismin

x—0 eslenigi ile pay ve payda carpilir. iki kare

farki kullanilip diizenleme sonunda kural uygulanir. )
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Soru :

4 — 16 — X

lim

x—=0
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Soru :

x — 1

lim

2Xx —Vx + 3
x—1
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2X — 6
Soru: lim 2 7% - limitinin sonucu sifirdan farkl bir reel

Xx—3 sayl ise; A) t sayisini bulunuz.
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B ) Limitin sonucunu bulunuz.
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Stireklilik

X = a icin f fonksiyonunun alttaki ti¢c durumunu inceleyelim.

bl

0 a

lim f( x ) yoktur.
X—=a Cunki
sagdan ve soldan limit
degerleri birbirine esit
degildir.

PN U : K [oeeeeeeeeeeeeeees .

lim f ( x ) vardir ama limit degeri

X—a ile fonksiyonun aldigi
deger birbirine esit degildir.

Iimf(x)#f(a) 'dir.

X—>d
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lim f ( x ) var ve limit degerinin sonucu ile
fonksiyonun aldig1 deger
birbirine esittir.

X—d

Iimf(x)=f(a) olur.

X—=4d

Tanum: x = a icin fonksiyonun limiti var ve limit degeri

fonksiyonun bu noktada aldig1 degere esit ise bu fonksiyona
“x = a noktasinda siireklidir ” denir.

X—4d

limf(x)=1f(a) isefonksiyon x = a noktasinda

stireklidir. *** Grafik sorularinda

bir noktada sureklilik olmasi i¢cin grafikte kesinti olmamalidir.
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Soru : yh

A) Yanda f
fonksiyonunun
grafigi verilmistir.
Verilen noktalardan
hangi x degerlerinde
f fonksiyonu
sureklidir ?

-

5 X

B) Fonksiyonun surekli oldugu en genis tanim kiimesini bulunuz.
( Tanim kuimesi : Grafigin sol ve sag sinirlar1 arasindaki kiime idi.
Bu kiilmeden fonksiyonun surekli olmadigi x degerleri ¢cikartilir.

Bir tarafi olmayan noktalar icin limitin varligina bakilmaz. )
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Soru : Ay Yanda grafigi verilen f fonksi-

yonu icin; A ) FonKksiyonun

surekli oldugu en genis
araligi bulunuz.

B) Verilen noktalardan ka¢ x degerinde f fonksiyonu sureklidir ?

C) Verilen noktalardan, f fonksiyonunun limitinin var oldugu nok-
talardaki limit degerlerinin toplami kac¢ olur ?
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Soru : by

.. ............... ; Yanda f( X + 2 )
5 fonksiyonunun grafigi
verilmistir. Buna gore;

A) f fonksiyonunun surekli

-4 oldugu en genis araligi bulunuz.

B) f fonksiyonunun grafiginde kullanilan hangi x degerleri icin
fonksiyon sureklidir ?
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Soru: f(x)=]|3x— 6|+ 5 fonksiyonu x = 2 noktasinda

surekli midir ?
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Soru . x3 - 2x , X< -1 ise

f(x) = 2 + X , X=-1 Iise
2x%2 -3x-4 , x>-1 ise
parcall fonksiyonu veriliyor. Buna gore fonksiyon x = - 1 nokta-

sinda surekli midir ?
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Soru . f V8x —x2 + 1 , X <5 ise

f(x) = <« log,.( x + 620 ) , X =05 Iise

. (4x-8):(2-x) , X>D5 ise

parc¢all fonksiyonu veriliyor. Buna gore fonksiyon x = 5 nokta-
sinda surekli midir ?
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Soru . al- 2x , X <2 ise

f(x) = X% +2-X , X =2 ise

a’ -b%?+8x , x>2 ise

parcall fonksiyonu veriliyor. Buna gore fonksiyon x = 2 noktasinda
siirekliise a.b=? (a,b € Z")
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Soru . 2kx +t , x <1 ise

f(x) = 4 + X , X=1 Iise

k - 2tx , x>1 ise

parcall fonksiyonu veriliyor. Buna gore fonksiyon x = 1 noktasinda
surekliise k + t = ?
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Soru . a-sin2x , x<m/4 ise

f(x) = a.b +1 , X=m/4 ise
2

sin“’x+5 , x>mn/4 Iise

parc¢all fonksiyonu veriliyor. Buna gore fonksiyon x = ®/4 nok-
tasinda siurekli ise a ve b sayilarini bulunuz.
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Soru : 2x - 1 , Xx<1 ise
f(x) = n+mx , 1<x<2 Iise
-X+ 4 , X =2 Iise

parcall fonksiyonu veriliyor. Fonksiyon her x sayisi icin suirekli ise

m+n =7
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Kural: Bir fonksiyonun siirekli olmasi icin f fonksiyonunu

tanimsiz yapan x degeri olmamahlidir. Yani fonksiyonlar tanim-
I olduklari en genis kiilmede sureklidirler.

2x — 8

X2 — 4x — 12
en genis kiimeyi bulunuz.

Soru: f(x) = fonksiyonunun siirekli oldugu
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x3 — 27
—x% 4+ 5x + 14
gu en genis Kiimeyi bulunuz.

Soru: f(x)-= fonksiyonunun siirekli oldu-
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5
x3 — x2 - 4x + 4

Soru: f(x) = fonksiyonunu siireksiz ya-

pan X degerlerinin carpimini bulunuz.
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6x

sinx — 2

Soru: f(x) = fonksiyonunun siirekli oldugu en genis

kiimeyi bulunuz.
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sin x

Soru: f(x)-= fonksiyonunun siirekli oldugu en

cos2x — 1
genis Kiimeyi bulunuz.
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Soru: f(x) =tanx + cotx fonksiyonunun siirekli oldugu en

genis Kiimeyi bulunuz.
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Jx2 — 6x + 5
x2 —9

Soru: f(x) = fonksiyonunu siireksiz ya-

pan x tam sayi degerlerinin adedini bulunuz.
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2x + 1
X2 +tx + 9
degeri yoksa ( yani fonksiyon tiim reel sayilar icin tanimli ) t’'nin

¢ozuim araligin1 bulunuz. ( Paydanin sifir olmamasi demek denkle-
min kokleri yok demektir. O halde A < 0 olmahdir. )

Soru: f(x) = fonksiyonunun siireksiz yapan x
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8

x2 —4x+k+5
yapan X degeri yoksa K ’'nin ¢6ziim araligini1 bulunuz.

Soru: f(x) = > fonksiyonunun siireksiz
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5 — X
px2 —3px +2 +p
lar icin tanimh ise p 'nin ¢0ziim araligindaki tam sayilarin toplami
kac olur ?

Soru: f(x) = fonksiyonu tiim reel sayi-
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x% -1
ax? — 8x + 2
tek x degeri varsa bu x degerini bulunuz. ( Paydanin tek koku var
ise A = 0 olmahdir. )

Soru: f(x)= fonksiyonunun siireksiz yapan
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Soru . (2 - 4x , X<1 ise
2
f(x) =+« , 1 <x<3 ise
(x) B
. 2x -5 , X3 ise

parc¢all fonksiyonu kac¢ noktada suireksizdir ? ( 1 ) Fonksiyonun
sinir degerleri icin limit kontrolii yapilir. 2 ) Fonksiyonu tanimsiz
yapan X degerleri de ¢oziime alinir. Yalniz bulunan deger x'’in sar-
tin1 saglamalidir. )
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( 1

oru. , < -2 1se
S x2 —9 X
— 2
f(x) =< < + 12 , —-2<x<3 ise
2X
, X>3 ise
. 5 —x

parcali fonksiyonu ka¢ noktada stuireksizdir ?
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( X X %
Soru : + , X< 2 ise
-1+ x x +1
f(x) =4«
x + 10 X + 2 _
+ , X>2 1ise
. 4 + X —X + 5

parcali fonksiyonu ka¢ noktada stuireksizdir ?
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