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rinden en az bl‘rg, hkrblrlyle parai‘el olacak. “’Sadece’’ degil “’en az’’. Eger iki g:1ft de birbirleriyle paralelse
dortgen paralelkenar olur ama paralelkenar da bir yamuktur. Kisacasi, iki kenarin birbirine paralel olmasi
yamuk olmak i¢in yeterlidir.
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Paralel olan kenarlara (yan sekilde a ve ¢) tabanlar, digerlerine (b ve d) yan kenarlar denir. a’ya iist ta-
ban, c’ye de alt taban denir. Paralel kenarlar arasindaki uzaklik da (#) yamugun yiiksekligidir. Paralel-
likten dolay1 m(A4) + m(B) = 180° ve m(C) + m(D) = 180 dir.
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Yan kenarlarin orta noktalarini birlestiren dogru pargasina orta taban denir. Orta taban, tabanlara para-
leldir (4D // EF // BC). Ayrica uzunlugu da alt taban ile iist tabanin toplaminin yarisidir. Yani; iist taban,
orta taban ve alt taban bir aritmetik dizi olusturur.

B 2 A B4 |_A B qa A
b d b d b b
<l - 'T -
C T oc D C T oc D C - c D
Cesitkenar yamuk Dik yamuk Tkizkenar yamuk

Yamuklar kenarlarina gore 3 farkli sekilde siniflandirilabilir. Yan kenarlar1 farkli uzunlukta olanlara ce-
sitkenar yamuk, esit uzunlukta olanlara ikizkenar yamuk, yan kenarlarinin biri ile tabanlarinin dik ke-
sigenine dik yamuk denir.

Ikizkenar yamuk ve dik yamukta kdsegenler de birbirini dik keserlerse sekiller ikizkenar dikgen yamuk
ve dik dikgen yamuk adin1 alirlar.
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Teorem. Bir yamugun alani orta taban ile yiiksekligin ¢carpimidir.

Kanit: 4ADB ii¢geninin alani ah/2 ve BDC liggeninin alani c4/2’dir. Bu alanlarin toplam1 yamugun alani-
n1 verdiginden Alan(4BCD) = (ah/2) + (ch/2) = (a + c¢)h/2 dir. Diger yandan (a + ¢)/2 orta tabanin boyu
oldugundan kanit bitmis olur.



Teorem. Yamukta kosegenler birbirini tabanlar oraninda boler.
A _a D

0

B c C

Kamt: AD//BC oldugundan yanda taranan kelebek olusur. 40D ile COB benzerliginden |40|/|OC| =
|DO|/|OB| = alc.

Teorem. Ust tabani a, alt taban: ¢ olan yandaki ABCD yamugunda [EF] orta tabam késegenleri K ve L
noktalarinda kesiyorsa |\EK| = |LF| = a/2, |EL| = |KF| = ¢/2, |KL| = |c — a|/2, |DK| = |KB| ve |AL| =

L] dir.
B

Kamit: [EF] orta taban oldugundan AD’ye paraleldlr. O halde [EK] ve [LF] de sirastyla ABD ve ACD
iicgenlerinde orta tabandir. |[EK| = |LF| = a/2 ve ayni sebeple K ve L noktalar1 sirasiyla [BD] ve [AC] ko-
segenlerinin orta noktalaridir. Diger yandan |[EF| = (a + ¢)/2 oldugundan |KL| = |EF| — |EK| — |LF| = (c —
a)/2.

Teorem. Kosegenlerinin kesisim noktast O olan bir ABCD yamugunda Alan(AOD) = S, Alan(40B) =
S2, Alan(BOC) = S; ve Alan(COD) = Sy ise Sy =S4 ve Alan(ABCD) = (4/S, +4/S, )%

Kamt: AD//BC oldugundan Alan(BAC) = Alan(BDC) dir. Yani S, + S; =S4+ S3. Buradan S, = S, esitligi
kanitlanmis oldu. Diger yandan tiim dértgenlerde S;S; = S,S4 oldugunu biliyoruz. O halde S,* = S,* =

S1S; olur. A(4BCD) = S;+ S5+ Sa+ Sa=S1 + S35+ 2.4/S, .4/S; = ({/S, +4/S; )~

Teorem. Bir yamukta karsi durumlu agilarin agiortaylart orta taban iizerinde dik kesisirler. Ayrica kesi-
sim noktalari arasindaki uzaklik; taban uzunluklar: toplami ile yan kenar uzunluklar: toplaminin pozitif
farkimin yarisidr.

Kanit: 4 ve B agilarinin agiortaylarii ¢izelim. E’den tabanlara paralel bir dogru geg¢sin. m(DAE) =
m(PEA) ve m(CBE) = m(PEB) olacagindan BPE ve APE birer ikizkenar liggen olur. Buradan P noktasi-
nin orta nokta oldugunu ve dolayisiyla [PQ]’nun orta taban oldugunu anlariz. Simetrik islemler C ve D
acilar1 i¢in de yapilirsa kanit biter. Buradan EF de hesaplanabilir. Taban uzunluklari a ve ¢, yan kenarlar
uzunluklar1 da b ve d olsun. Muhtesem {i¢lii geregi |PE| = b/2 ve |[FQ| = d/2 dir. |PQ| = (a + c)/2 oldugu-
nu biliyoruz. O halde |[EF| = |PQ| — |PE| - |FQ| = (a + ¢ — b —d)/2.



Teorem. Bir yamukta yan kenarlarin birinin u¢ késeleri ile diger yan kenarin orta noktasimin birlestiril-
mesi ile olusturulan tiggenin alant yamugun alaninin yarisidir.
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Kamt: Yan sekildeki gibi £’den gecen ve AB’ye paralel olan bir dogru cizelim. APQOB paralelkenarini
olusturalim. DEP ile CEQ tiggenlerinin esligine dikkat edilirse yamuk ile paralelkenarin alanlarinin denk-
ligi goriliir. AEB iiggeninin alani paralelkenarin alaninin yaris1 oldugundan yamugun alaninin da yarisi
olmalidir. Yani Alan(4EB) = Alan(APQB)/2 = Alan(ABCD)/2’dir. Yamukta bu kural sadece E orta nokta
oldugunda gecerlidir. Dikkatinize!

Teorem. Yandaki ABCD yamugunda |AE| = |EB|, |ED| = x, |DC| = y ve m(EDC) = 90° ise yamugun ala-
ni x.y’dir.
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Kamt: Ustteki teoremi kanitladiktan sonra bu sonug zaten asikar.
Alan(ABCD) = 2-Alan(EDC) = xy

Teorem. Taban uzunluklar: a ve b, yan kenar uzunluklar: b ve d, kosegen uzunluklari e ve f olan bir ya-
mukta +f2 = b* + & + 2ac’dir.
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Kanit 1: 4 ve D koselerinden alt tabana birer dikme indirelim. Bu dikmelerin boylar1 4 olsun. ¢ kenarmni
da sekildeki gibi m, a, n uzunlugundan ii¢ parcaya bolsiin. DFB tiggeninde Pisagor Teoremi’nden (m +
a)* + h* = & ve AEC iiggeninde Pisagor Teoremi’nden (n + a)* + h* = £ esitlikleri elde edilir. ilk denk-
lemde 4* yerine AEB iicgeninde Pisagor Teoremi’nden dolayr b° — m?, ikinci denklemde de 4* yerine
DFC tiggeninde Pisagor Teoremi’nden dolay1 d”— n” yazip bu iki esitligi taraf tarafa toplarsak * + £ = b*
+d*+ 2a(m + a + n) yani & + f* = b* + d* + 2ac bulunur ki kanit biter.

Kamt 2: Bir ABCD dortgeninde kdsegenlerin orta noktalar1 M ve N ise Euler Teoremi’nden \AB\z + |BC \2
+ |CD|* + |DA|* = |AC|* + |BD|* + 4-|MN|* oldugunu biliyoruz. Yamukta |[MN| = (|BC| — |4D|)/2 degeri
formiilde yerine yazilirsa istenen esitlik bulunmus olur.

Teorem. Bir yamugun kosegenlerin kesisim noktasindan tabanlara paralel olarak gegen dogrunun ya-
mugun i¢inde kalan par¢asimin boyu taban uzunluklarinin harmonik ortasidir. Yani; 2x = 2ac/(a + c).
Ayrica E noktasi [PQ] nun orta noktasidur.
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Kamt: Kelebek’ten AP/PB = DQ/QC = a/c dir. BAC tiggeninde Tales Teoremi’nden a/(a + c¢) = PE/c ve
BDC tiggeninde Tales Teoremi’nden a/(a + ¢) = EQ/c olur. Buradan hem PE = EQ oldugunu hem de PE
= EQ =x = ac/(a + ¢) oldugunu anlariz. Dolayisiyla istenen iki 6zelik de kanitlanmis olur.



Teorem. Bir yamugu benzer iki yamuga bolen tabanlara paralel olacak sekilde ¢izilen dogrunun yamu-
gun iginde kalan par¢asinin boyu taban uzunluklarinin geometrik ortasidir.
A _a D
P \o

X

B c C

Kamt: Istenilen dogru parcasi yandaki [PQ] ve boyu x olsun. APQOD ve PBCQ yamuklar1 benzer oldu-
gundan alt ve iist yamuklarin orani esit olmalidir. a/x = x/c ise x> = ac.

Teorem. ABCD yamugunda uzunlugu a ve c olan tabanlara paralel olacak sekilde yan sekildeki gibi
uzunlugu b olan bir EF dogru parc¢asi ¢iziliyor. AEFD ve EBCF yamuklarinin yiiksekliklerinin orani (b —
a)/(c — b)’dir.

A a D A a D bakK

R, X
BE/ . bC \C B/ . bb L/>C

Kanit: Yamugun BC kenar1 lizerindeki |BL| = b olacak sekilde bir L noktas1 alip ABLK paralelkenarini
olusturalim. DKF ve CFL tiggenleri benzer olurlar. |DK| = b — a ve |[LC| = ¢ — b oldugundan A,/h, = (b —
a)/(c — b)’dir.

Teorem. Bir yamugu alanlar: denk iki yamuga bolen tabanlara paralel olacak sekilde ¢izilen dogrunun
yamugun i¢inde kalan par¢asinin boyu taban uzunluklarinin karesel ortasidir.
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Kamit: Istenilen dogru parcasi yandaki [PQ] ve boyu x olsun. APQD ve PBCQ yamuklarinin alt ve iist
taban boylar1 belli oldugundan eksik olan yiikseklikleri bulunup alanlar1 hesaplanip esitlenecek. O’dan
AB’ye paralel sekilde gecen dogru ile ABZW paralelkenarini olusturalim. Taranmis olan kelebek olusur.
Kelebekte benzerlik oran1 (x — a)/(c — x) oldugundan {iistteki yamugun yiiksekligi (x — a)h ise alttaki ya-
mugun yiiksekligi (¢ — x)A olur. Alanlar esitlenirse (x + a)(x — a)h/2 = (¢ + x)(c — x)h/2 bulunur. Denklem
cozilirse x* = (a” + ¢*)/2 bulunur. Bu x degeri de a ile ¢ degerlerinin karesel ortasi oldugundan kant ta-
mamlanmis demektir.

Teorem. ABCD yamugunda uzunlugu a ve c olan tabanlara paralel olacak sekilde yan sekildeki gibi
uzunlugu b olan bir EF dogru parcasi ¢iziliyor. AEFD ve EBCF yamuklarimin alanlar: sirasiyla Sy ve S,
olsun. O halde S1/S; = (b*— a*)/(¢* — b?).
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Kamt: AEDF ve EBCF yamuklarinin yiiksekliklerinin oraninin (b — a)/(c — b) oldugunu daha 6nce kanit-
lamistik. S; = (b + a)(b — a)h/2 ve S, = (¢ + b)(c — b)h/2 oldugundan S,/S, = (b* - a>)/(* — bP).




Teorem. a ve c gibi farkl iki reel sayinin harmonik ortasi H, geometrik ortasi G, aritmetik ortasi A, ka-
resel ortasi K ile simgelensin. Daima H< G < A < K dr.

Kanit: ¢ > a olmak iizere iist tabani a, alt taban1 ¢ olan bir ABCD yamugunda tabanlara paralel olacak
sekilde bir [PQ] ¢izelim.
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Sonug olarak; eger [PQ] kosegenlerin kesisim noktasindan gecgiyor ise uzunlugu taban uzunluklarinin
harmonik ortast (H), olusan iki yamugu benzer yapiyor ise geometrik ortast (G), orta taban ise aritmetik
ortasi (4) ve olusan iki yamugun alanlar1 denk yapiyor ise karesel ortasi (K) oldugunu kanitlamis olduk.
Simdi de bu [PQ] dogru pargalarinin yukaridaki sirada giderek boylarinin uzadigimi kanitlamaliyiz. H <
G’dir ¢iinkii H > G oldugunda yamuklar benzer olmuyor. G < 4’dir, ¢linkii G yamuklar1 benzer yapiyor,
tistteki yamuk alttaki yamuktan kiigiik oldugundan yiiksekligi de kiiciik olmali fakat G > A4 olursa {ist ya-
mugun yiiksekligi alttakinin yiiksekliginden biiyiik veya esit olur. 4 < K’dir, ¢iinkii K yamuklarin alanla-
rin1 esit yapiyor, A > K olsaydi alttaki yamugun alaninin {isttekinden daha biiyiik olacag: asikar. Boylelik-
le H < G < A4 < K esitsizligini geometrik olarak kanitlamis olduk.

Bu arada @ = c olursa H = G = 4 = K olur. Ciinkii @ = ¢ durumunda yamuk paralelkenara doniisiir. Bir
paralelkenarda orta taban hem tabanlara paraleldir, hem kdsegenlerin kesisim noktasindan geger, hem alt
ve list paralelkenarlar1 benzer yapar, hem de alt ve iist paralelkenarlarin alanlarin1 denk yapar. Gosterdi-
gimiz bu dort ortalamadan baska ortalamalarin da siralamadaki yerleri yamukta gosterdigimiz bu metot
ile gosterilebiliyor. Fakat onlar1 bu geometri notlarinda géstermeyecegiz.

Ikizkenar yamuk. Yan kenarlar1 birbirine esit olan yamuga ikizkenar yamuk diyecegiz. Bir ikizkenar

icgenin herhangi bir yerinden tabana paralel bir dogru ile kesilmis hali gibi diisiinebilirsiniz.
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Ikizkenar yamukta taban agilart esittir. Dolayisiyla iist taban agilari da esittir. Ikizkenar yamuk 6zel bir
yamuk oldugundan yamugun tiim 6zeliklerini saglar.

Teorem. Bir ikizkenar yamugun kosegen uzunluklari birbirine esittir.
Kamt: Ust sekilde CB4 ile BCD tiggenleri (K-A-K) geregi estir. O halde |CA| = |BD)|.

Teorem. Yandaki ABCD ikizkenar yamugunda tabanlar a ve c ise BE = FC = (¢ — a)/2.
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Kamit: AEB ile DFC iiggenlerinin esligine dikkat edilirse |BE| = |FC| oldugu goriiliir. AEFD bir dikdort-

gen oldugundan |[EF| = a’dir. |BE| + |FC| = ¢ — a oldugundan |BE| = |FC| = (¢ — a)/2’dir. Siz de ikizke-
nar yamuk sorularini genelde [4E] ve [DF] dikmelerini ¢izerek ¢c6zmeye calisiniz.

Teorem. Bir ABCD ikizkenar yamugunun D kosesinden BC kenarina inilen dikme ayagi K ise
Alan(4BCD) = 2.Alan(BKD) dir.
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Kanit 1: 4 kosesinden BC kenarina inilen dikme ayagi L olsun. |BL| = |[KC| olur. ABD, BKD ve DKC fig-
genlerinin yiikseklikleri esit ve |BK| = |4D| + |KC| oldugundan Alan(BKD) = Alan(4BD) +
Alan(DKC)’dir. Bu da bizi kanitlanmasi istenen esitlige gotiiriir.
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Kamit 2: D’den AB’ye paralel bir dogru ¢izilirse, ABED bir paralelkenar ve EDC bir ikizkenar iiggen
olur. Taral1 alanin da yamugun sorusu oldugu siritir.
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Teorem. Kosegenleri yan kenarlarini dik kesen bir ikizkenar yamugun tabanlar: a ve c, yiiksekligi h ise
W=\ - %4
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Kanit: D kosesinden tabana indirilen dikme ayag1 E olsun. |[EC| = (¢ — a)/2 oldugunu biraz 6nce kanitla-
dik. O halde |BE| = |BC| — |BE| = (¢ + a)/2 dir. BDC bir dik iiggen oldugundan Oklit Teoremi geregi h* =
|*— a*|/4.

Teorem. Bir ikizkenar dikgen yamukta yiikseklik tabanlarin aritmetik ortasidir.
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Kamt: Kosegenlerin kesisim noktasi olan L’den gegen yiiksekligi cizelim. ALD ve BLC ikizkenar dik
ticgen oldugundan [4E| = |ED| = a/2 ve |BF| = |FC| = ¢/2 olur. Muhtesem TUig¢lii geregi |EL| = a/2 ve |LF]
= ¢/2 oldugundan |[EF| = |EL| + |LF| = (a + ¢)/2’dir. Yani EF uzunlugu a ile ¢’nin aritmetik ortasidir.

Teorem. Yan kenarlar: b, tabanlari a ve c, késegenleri e olan bir ikizkenar yamukta her zaman =0+
ac’dir.
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Kanit: D kosesinden BC’ye indirilen dikme ayag1 £ olsun. |[EC| = (¢ — a)/2 ve |BE| = (¢ + a)/2 oldugunu
kanitlamistik. DEC ve DEB iiggenlerinde Pisagor Teoremleri uygulanip ¢ikan sonuglar ortak ¢oziiliirse e
= b + ac esitligi elde edilir.

Islemleri uzun uzun yapmadim ciinkii Ptolemy Teoremi’ni 6grendigimiz zaman bu kanita iltifat etmeye-
ceksiniz. Ama illa ben bagka kanit istiyorum diyorsaniz, bu formiilii Euler Teoremi’nden de bulabilirsi-
niz. Ayni ¢esitkenar yamuklarda oldugu gibi...



Dik yamuk. Yan kenarlarindan biri tabanlarini dik kesen yamuga dik yamuk denir. m(A) = m(B) = 90° ve
m(C) + m(D) = 180°dir. Tabanlar1 a ve ¢, dik yan kenar1 b, egik kenari d olan yandaki ABCD dik yamu-
gunun D kosesinden alt tabana bir dikme indirilirse ABED bir dikdortgen olacagindan yamugun yiiksek-
ligi & = b’dir.
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Genelde dik yamuk sorulari [DE] yiiksekligi cizilerek ¢oziliir. Sekilde 4* + (¢ — a)* = d* oldugundan b*+
(c—a)Y=d" > d* +b*+ * =d* + 2ac’dir.

Teorem. Bir dik dikgen yamukta yiikseklik tabanlarin geometrik ortasidir.
Kamit: Yan sekilde BC dogrusu iizerindeki bir £ noktasi i¢cin ADBE paralelkenarini olusturalim. DB // AE
oldugundan BD ile AC dik kesisiyorsa AE ile AC de dik kesisir. O halde EAC dik iiggeninde Oklit Teo-

remi uygulanirsa 4#* = a-c bulunur. Yani 4 degeri a ile ¢’nin geometrik ortasidir.
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Teorem. Taban agilar: toplami 90° olan bir yamukta tabanlarin orta noktalar: arasindaki uzaklik taban-
larin pozitif farkinin yarisi kadardir.
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Kanit: /”den yan kenarlara paralel olan FK ve FL dogrularim ¢izelim. KFL dik iicgen, ABKF ve FLCD

birer paralelkenar olur. |BC| = 2x + a = ¢ oldugundan x = % dir.
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Kamit 2: B4 ve CD dogrularinin kesisimi P olsun. BPC dik liggen olur. P, F, E noktalarinin dogrusal ol-

duguna dikkat ediniz. Muhtesem Tiglii geregi |PF| + |FE| = |EC| oldugundan %er = %, dolayisiyla x =

c—a,

dir.




