MATRISLER
DETERMINANTLAR

e BiLivoRr MUSUNT

¥ Matris, kare matris, kisegen matris, lggen matris!

¥ Matrislerde esitlik ve islemler, devrik matris!

v Dogrusal denklem sistemleri, temel satw ve sdtun iglemleri!
¥ Mindr, kofaktdr, determinantiar, 5arrus ydntemi, ek matris!
v Cramer ydntemi!

» MATRIS: Belli miktarda deferin, dizen gézetilerek yatay ve disey

diziler halinde siralandidi defjer tablolarina genel olarak maTris adi
verilir. Asafida bir matris drnegdi gorilmektedir.

@y @z g3
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= Matrisin elemanlarn, matris icindeki yerleri ile
belirlenirler. Buna gbre, bir matrisin 1. satinnda L.
ve j. sitununda bulunan bir a elemani ay; GRNEEL . :
seklinde gbsterilir. Bu gosterimde satirlar KONU OZETLERI
yukaridan asadi, situnlar soldan sada dofru

sayilir,

&5 2x3 tl:'.'rrt'.'rnde.ldl"=(

1 4

2 9 ?) maltrisinin elemaniar

Piu=1 pa=4 pa=0 pu=2 pu=2 pu="

seklinde yazilir.

« TUm elemanlarn sifir olan matrislere sifir matris adi verilir.
Asafjidaki 6rnekte gbrilen B matrisi, 2 x 4 tirGnde bir sifir
matrisidir.

= Satir ve sdtun sayisi esit olan matrislere kare MATRES adi verilir.
Yukardaki Grnekte yer alan A matrisi bir kare matristir.

= Bir kare matriste ¢ = j olmak (zere a;; elemanlan matrisin asaL
K&sEGENINI olustururlar.

Asafiida, yukardaki 6rnekte yer alan A matrisinin asal kiisegeni
gérdimektedir.

= Bir (kare)} matriste asal kégegen Ozerinde bulunmayan tdm
elemanlar sifir ise bu matrise KOSEGEN MATRIS denir.

Asgafida gorillen C matrisi 3 » 3 tirinde bir ksegen matristir.

A=|an an oy = Bir kilsegen matriste, kisegen Uzerindeki tim dederler 1 ise bu
an Gp an matrise sitrtM MaTREs adi verilir. Birim matris I seklinde gosterilir.
= Matrisler, alfabenin harfleri ile adlandinlirlar. Yukarndaki érnekte Agaiiia gorilen D matrisi § x § tirinde bir birim matristr.
verilen matris A matrisidir. /
= Matrisler genellikle yay parantezlerle gbsterilir/sinirlanirlar. Ancak @y 0000
baz kaynaklarda késeli parantez de kullanmimaktadir. A= Qg B= ({] 00 {])
= Matrislerin .?at{-:}r dizilerine.slnnl _n, disey di:.!_ilerifle siTun ad verilir. "t gy
Yukarda verilen érnek matrisin dg satin ve dg sdtunu vardir.
= m adet satir, n adet situndan olusan bir matrisin tirl m x n I'{c:n 0 0 1 0 0
olarak belirtilir ve bu matris kisaca (aﬁ}m“ seklinde gésterilir. C=]0 e, 0 I=]0 1 0
Yukaridaki 6rnek matris (3 x 3) turiinde bir matristir ve ® \0 0 ey 001
A= (aﬁ:r'}axa seklinde yazilabilir.
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= Bir kare matriste, asal késegenin altindaki tim sayilar sifir ise bu
matrise Ust UgGEN MaTris; asal kisegenin Ostindeki tim sayilar sifir
ise ALT UceeM MaTrts adi verilir.

Asafjida verilen E matrisi Ust Oggen, F matrisi alt Gggen matristir.

€11 €3 B3 fiu 0 0
E= 0 exn ey F=1/fu fu 0O
0 0 ey fu f fu

A= ['atj} mxn VB = ['bu} mxn Matrislerinde her ¢ ve j dederi icin
a;; = by; oluyorsa bu iki matris egittir denir ve A = B seklinde
gasterilir.

& Asadida verilen matrisler esit olduduna gire, T ve y dederlerini
bulalim.

A r 4 B y—2 4
y+1 3 y+1 =z-—3

Matrislerde esitligin tanimina gdre
z=y—2 4=4

y+l=y+1 d=z—3

olmaldir. Oyleyse =8 ve y= 8 olacaktr.

» MATRISLERDE iSLEMLER: Bir matrisi bir k gergek sayisi ile carpmak
icin, matrisin tim elemanlan k sayisi ile carpilir.

A = (%}mxﬂ = k.A = (k'aﬁf}mxn
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Bir matrisin bir gercek say ile carpiminda:
1. Matrisin tird defismez. -
2. Carpmanin toplama Ozerine dadilma Szellidl  amwesu

gecerlidir. Yani k ve t birer gergek sayi, Ave B KONU OZETLERI
birer matris olmak Gzere,

k(A+B)=k-A+k-B
(k+t)A=k-A+t-A

vazilabilir.
3. Carpmanin birlesme &zelliji gecerlidir. Yani k ve t birer gergek
sayl, A bir matris olmak Ozere,

(k-t)A =k(t- A)
vazilabilir.

A ve B ayni tirden iki matris ise bu iki matris arasinda toplama ve
cikarma islemleri

A+B = (a;+by)
seklinde tanmimlanir.

A—B= (a;—by)

# Ayni tlrden olmayan matrisler arasinda toplama ve gikarma
islemleri tanimlanmarmistir.

o A [T 11 8 (81
A=l1 o —3/)"B=ls 5 2

fartan: bulalim.
Her iki matris de aym Hirden olduklarr igin toplama ve gikarma islemini

) matrislerinin toplam ve

T 4 -3 kestrehiliriz.

g ﬁ.=(l a 2 )a!duﬁuna gére A matrisini (—4) ile garpalim: gargaegTraniinz
PR s) 8 1 4) (15 12 12
{4}A4?4—3 A1 0 -3 6 5 2/ \7 5 -1

==, ¢ 2
=(i—4}'7‘ (—4)-4 {—41'{—3})=(—28 16 12) £ i (AT 8 8 1 4y _(-1 10 4
(—4)-1 (-4)-6 (-4)-2 -4 -24 -8 ® N1 0o -3 6 5 2] \-5 -5 -5
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MATRISLERDE TOPLAMA 1SLEMININ GZELLIKLERT

A, B ve C tirdes matrisler olmak izere, matrislerde toplama
igleminin:

1. Defjisme dzelligi vardir: A+ B=B+ A

2. Birlesme 6zelligi vardir: (A+B)+C=A+ (B+C)

3. Ayni tirdeki sifir matrisi toplama islemine gbre etkisiz elemandir.
4. Her matrisin tersi vardir. (—1) - A matrisine, A matrisinin
toplamaya gore ters matrisi adi verilir ve —A seklinde gésterilir.

A = (@yj)mxn ve B = (by)n.p matrisleri arasinda carpma iglemi

k=1

seklinde tanimlanir. A - B garpminda, carpan A matrisinin siitun
sayisi lle carpilan B matrisinin satir sayisi esit olmaldir. Aksi halde
carpma islemi tanimsizdir.

\/ Matrislerin garpiimasi oldukca karmasik bir islemdir ve tanimi,
matematik notasyona gok hakim olmay! gerektinr. Bu nedenle
dgrenciler konuyu daha gok dmekier dzerinden incelemelidir.

1 3
,E’A=(25

kare ve tirdes oldukiarr igin hem A-B hem de B+ A carpimiar

4 7T
) ve B = (ﬂ 1) matrislerini carpalim. Matrisier

vapiabilir. Once A+B carpimini yapalim, ardindan islemieri agikiayalim:

AW ER

2 5 8 1
_(1-4+3.6 1.7+3:1
T\2.445.8 2.74+5-1

(22 10
T \38 19
Ik énce buldudumuz sonucun yukaridaki tamimla aym oldudunu

girelim. A ve B matrisleri 2 % 2 Hiriinde matrisler oldukiar icin, sonug
matrisinin elemaniar! verilen tarmima gdre
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2 :
€= E by = a5 - by raga - by ]

el GRNERLI

g s o KONU OZETLERI

2
C13=Zﬂ-1krbm =ﬂ-11'b12-'-ﬂ-12'b22 =1:T+3:-1=7+3=10
=1
2

a1 =Zﬂ-2k'b1,1 =ﬂ31'b11-'-ﬂ22'b;;1 =2:-4+5-6=8+30=238
k=1

2
633=Zﬂ-3k'bﬂ =031'b12-'-033'b33 =2.7T+56:-1=14+5=19

P
olmalidir ve bu degerier buldugumuz degerierle aynidir,

Simdi islemi pratik olarak nasil gerceklestirdigimize bakalim. Asagidak
acikiamalari okurken daha dnce yapilan carpma islemini takip edin.

* Sonug matrisinin ilk satirinin ilk efemanini elde etmek icin carpan
matrisin ilk satirt ile carpilan matrisin ilk sitununu carpariz.

« Bu carpma isfeminde; satirin ilk elemarn situnun itk elemans ile,
sabirin ikinci elemam situnun ikinci elemary ile, sabirin Uglncd eleman:
siitunun gincd elemani ile . . . carpilir ve elde edilen tim sonuglar
toplanir, Elde edilen toplam, sonug matrisinin ifk satirimin ilk elemanidir,

* Sonug matrisinin ilk satirinin ikinci elemanin bulmak icin carpan
matrisin ilk satirr ile garpilan matrisin ikinci siitununu garpariz. Bu islem
de yukarida aciklanan sekilde yvapilir,

« Carpan matrisin ilk sabtirini carpilan matrisin tim situnlar ile
carphgimizda sonug matrisin ilk satir elde edilmis olur. Sonug
matrisinin ikinci sabirr igin, yukarida anlablan islemler carpan matrisin
ikinci satirr kullanilarak gerceklestirilir. Buna gdre, sonug matrisin satir
sayisi garpan matris tarafindan, situn sayisi ise carpilan matris
tarafindan belirlenir.

Asadida B - A carpimr verilmistir. Islemi yukarida anlatlaniar isiginda
inceleyin.

o 4 7 1 3\ [4:1+7:2 4.3+7-5) (18 47
A 1 2 5] \g.1+1.2 6.3+1.5) L8 23
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MATRISLERDE CARPMA 1SLEMININ OZELLIKLERT

A, B ve C birbiri ile carpilabilir matrisler olmak Uzere, matrislerde
carpma igleminin:

1. Birlesme &zelligi vardir: (A-B)-C=A-(B-C)

2. Dedisme Szelligi yoktur: A-B £ B- A

3. Carpmanin toplama Gzerine dadiima dzelligi

vardir: A-(B+C)=(A-B)+ (A-C)

= Birim matris ile carpma isleminin
A-IT=I-A=A
seklinde tanimlanabilmesi igin A matrisinin kare matris ve birim
matris ile tlrdes clmasi gerekir.
= Bir matrisin kuvveti kendi ile garpim seklinde tamimlanir:
A"=A"1.A
= Birim matrisin tim kuvvetleri kendine esittir.

1
& ‘ﬂ‘=(n 9

soruda amacimiz, sayilar teorisindeki benzeg sorularda oldudu gibi,
birim matrise ulasmakbr. Bunun igin énce A™ matrisini bulalim:

A2=(1 3).(1 3)
o -1/ \o -1

1.1+3.0 1.-3-3-1 10
=(u-1—1-n n-{—3}—1-1)=(n 1)

3
) matrisinin 2000. kuvwebtini hesaplayalim. Bu tir bir
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A ve B tlrdes kare matrisler olmak lzere,

A-B=B-A=1I i

OREEL]

esitligi saflaniyorsa B matrisine, A matrisinin KONU OZETLERI
carpmaya gbre tersi adi verilir ve Al seklinde
gésterilir.

= Bir matrisin garpmaya gbre tersinin olmas sart dedildir ve eder
voksa bu matris TexiL {sinGlULER) MaTRIS olarak adlandirilir. Aksi
halde tekil olmayan matris denir.

+ 2% 2tirinde bir A = [ 2 f;

c
olmasi igin ad — be # 0 olmas gerekir ve ters matris

~b

a

seklindedir. Bu matris A - A~ = A~ . A = I denkleminin cBzillmesi
ile elde edilmistir. Eder ad — be = 0 ise A matrisi tekildir.

1 4 2 -1
& (3 2)'A=(1 3
1 4 =
bulalim. Once B = 3 2) diyelim ve B ' matrisini olusturalim:
B— 1 4) 1 2 —4)_ -0,2 {I,4)
A3 2 T2-120\-3 1/ \o03 -0,1

Simdi verilen denklemin her iki tarafi da soldan B matrisi ile
carpilirsa A matrisi elde edilir:

matrisin carpmaya gére tersinin

d

R |
A _ad—bc(—r:

) denklemini sadlayan A matrisini

B—i

Buna gore, -0,2 0,4) 1 4) e -0,2 0,4) 2 —1)
T e 10 0,3 -0,1/ \3 2/ " \o03 -0,1) \1 3
A = A =1 =1=
(2% (%)
olacaktr. A (0224041 —ﬂ,2-{—1)——ﬂ,4-3)= 0 1,4)
® 0,3.2-0,1-1 0,3.(—0,1)—0,1-3 0,5 —0,8
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Verilen bir matrisin satirlarini sdtun, sGtunlarin satir olarak yazmak
suretiyle elde edilen matrise verilen matrisin devrigi veya transpozu

ad verilir. A matrisinin devrigi A% veya A’ seklinde gbsterilir.

1 2 3
A= (3 " 1) matrisi verildigine gére, A+ A" matrisini bulalim:
1 3
AA = ; i f) 2 2
3 1

3-1+2:-2+1-3 3-3+2-2+1-1
14 lﬂ)
10 14

pEVRIK MATRISIM OZELLIKLERT

(1-1—-—2-2—-—3-3 1-3—-—2-2—-—3-1)

k bir gergek sayi, A ve B asadidaki islemleri mOmkin kilan iki
matris olmak Uzere,

1. Bir matrisin devriginin devrigi kendisidir: (A7) = A

2. 1ki matrisin toplamlarinin devrigi, devriklerinin toplamina
esittir: (A + B)! = A" + A

3. Bir matrisin bir gergek say! ile garpiminin devridi, matrisin
devriginin ayni gergek sayi ile carpimina esittir: (k- A)' =k- A
4. ki matrisin garpiminin devridi, devriklerin dedismis carpimina
esittir: (A -B)t =B'- A

b. Bir matrisin devridinin carpmaya gore tersi, carpmaya gbre
tersinin devrigine esittir: (A:}_l = ['A_l}:

¥» DOGRUSAL DENKLEM SISTEMLERI: Bilinmeyenlerin en fazla birinc

kuvwvetlerini banndiran denklemlere poSrRusAL DENKLEM denir. Cozam
kimesi ayni olan denklemlere penkLEM stsTemi, dodrusal
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denklemlerden olusan sistemlere poérUSAL
DENKLEM sisTEMi adi verilir.

T bilinmeyen, a; ve b; birer gercek say olmak n[?gﬁu ,ijETL Eﬂi
lzere,

g1y B 8y, + -4 A pdn = hl

32131+32232+"'+32nzn=h2

B @y + 8@yt b B Ty = by

bir denklem sistemi olsun. Bu sistemde;

1. Herhangi iki denklemin yerini dedistirmek,

2. Herhangi bir denklemi (iki tarafini da) sifirdan farkl bir gergek say!
ile carpmak,

3. Bir denklemin bir gergek say ile garpimini baska bir denkleme
eklemek sistemin ghzim kimesini dedistirmez.

Sayilan bu yéntemler, BasiT saTIir isLEMLERT olarak adlandinlirlar.
Basit satir islemlerinin kullanilmasi ile verilen bir denklem sisteminde
bazi denklemlerin yapisi dedistirilerek ¢éziim kimesi bulunabilir. Bu
cizlm yintemine sasamak eiciMine poMUsTURME ad verilir.

Ornedin, asafida verilen denklem sistemini basamak bigimine
dindstirerek cdzelim.

2r—dy+4z=0
de+3y+Tz=-1
—e+3y+hz="T

= [k denklemi (—2) ile gcarpalim ve
ikinci denkeme ereyelim.

= [k denklemi —% ile carpalim ve
tgiinecii denkleme ekleyelim.

2r—dy+-4=z=10
lly—2z2=-1
y+Tz=1

» Ugiincii dentdemi (—11) ile garpalim
ve ikinci denkleme ekleyelim.

2 —dy+42=10

® = [kinci ve lgiinci denklemin yerlerini y+Tz=T
) degistirelim. 7Rz _7T8
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Garuldidgi gibi verilen denklem sistemi basamak bigimini almistir. Elde
edilen basamak sisteme gdre,

z=1 = y=0 z=-12

degerieri bulunur.

¥ MATRISLERLE GOZUM: Yukarida verilen denklem sistemindeki

bilinmeyenlerin katsayilarindan, sira gézetilerek olusturulan

311 312 . alﬂ
. 3.21 dgp ... gy
8m) 8mp ee- Bmn

seklindeki matrise KATSAYILAR MATRESE adl verilir. Bilinmeyenlerden
olusan i x 1 tirindeki matrise piLiNMEVENLER MATRIST denir.
Bilinmeyenler matrisi ve denklem sisteminin sad tarafindaki
dederlerden olusan sabitler matrisi asafida gérilmektedir.

T by

x b
X=|"" B=| °

Tn bm

Bu matrisler tanimlandiktan sonra, yukarda verilen denklem sistemi
A-X=B

seklinde yazilabilir ve bu gisterime denklem sisteminin matrislerle
gésterimi adi verilir.

Denklem sistemleri, matrislerden yararlanilarak gézilebilir. Bu
chzlmde katsayilar matrisi ile sabitler matrisinin birlestirilerek
yazilmasindan olusan ceNisLETILMiS MATRISINden faydalanilir.
Genigletilmis matris (A | B) seklinde gésterilir ve sabitler matrisinin,
katsayilar matrisine bir situn olarak eklenmesi ile elde edilir.
Yukaridaki denklem sistemi igin yazilan genisletiimis matris asagida
wverilmistir.
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311 312 was a‘lﬂ. bl i
Ay Bog g, | b ORNERL] :
(AlB)=1| " N KONU OZETLERI
8 Bmz .-+ Bmn | Dm
Bir matriste;

1. Herhangi iki satinin yerini dedistirmek,

2. Herhangi bir satir sifirdan farkl bir gergek say ile carpmak,
3. Bir satin bir gergek say) ile carpimini baska bir satira eklemek
TEMEL SATIR isLEMLERT olarak adlandinlirlar.

Denklem sistemlerinin matrislerle gzilmesinde genisletilmis
matrisin katsayilar blim, temel satir islemleri ile, asadidaki gibi bir
iiggen matris haline getiriimeye calisilir. Eger bu basanlirsa denklem
czlldr. Bu yénteme GAUSS YOK ETME yOntemi adi verilir.

85 83 ... 8| b}
0 b5
(AlB)=| | = v 2
0 0 ... amg|bim

Denklem sistemlerinin matrislerle gzilmesinde kullanilan difer bir
yintem de GAUSS-JORDAM YOK ETME yontemidir. Bu yvintemde
genisletilmis matrisin katsayilar bélimi, temel satir islemleri ile
birim matris haline getirilmeye cahgilir.

10 ... bl
0 1 ... 0fbs
(alB)=| . .
00 ... 1|b5,

£ Temel satir islemlerinde esitlik <, yer degistirme +* seklinde
gésterilir.
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& Asadida verilen denklem sistemini Gauss yok etme ydntemi ile
gizelim. Sistemin genisletiimis matrisi de asagida gdriilmekxtedir.

22 4+3y+z=1 a 3 1l1
Jz+2y+2:z=1 3 2 211
r—y+4z=12 1 -1 4712

Limdi sistemi Gauss yok etme ydntemi ile gizelim. Matrisler arasinda
kullanian (—28; +8; — 5,) gibi ifadeler temel sabir islernlerini gésterir.,
Brnegin, (—28; +5; = 8,) ifadesi tgiinci sabrin {-2) ile carpiip birinci
sahbirla boplanip sonucun birinci sabira yazildiding (51 + 8s) ifadesi birinci
ve ikinci satirlarin yer dedistirdigini gdsterir.

2 3 1|1 0 5 -7|-23
3 2 2|1 ] (-28%+%—8)— |3 2 2|1
1 -1 4|12 1 -1 4| 12

0 5 —7|—23
(—38;+8; =+ 8) — 0 5 -—-10]|-35
1 -1 4 | 12

(—5:+58,=+5)—

0 0 3 12 1 -1 4 12
0 5 -—10) —35 (5 + 84) — 0 5 —-10)-35
1 -1 4 12 0 0 3 12

Garuldigir gibi istenen matris elde edilmistir. Bu genisletiimis matrise
karsiik gelen deklem sistemi wve gdzimii

r—y+3z=12
by—10z= —35 = z=4 y=1 z=-3
3z=12
seklindedir,

& Asadida verilen denklem sistemini Gauss-Jordan yok etme
yontemi ile gozelim. Sistemin genisletilmis matrisi de asagida

gariimektedir. Gauss-Jordan yonteminde, Gauss yinteminden Farkd

olarak, katsayilar baliimiinde birim matrise ulasmaya calisacadiz.
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Se—p+z=21 3 -1 1|21 .
z—y—zx=-—1 1 -1 —-1|-1 ORNERL] .. :
22 —y—22=0 2 -1 -2|0 KONU OZETLERI

3 -1 1|21 3 -1 1|21

1 -1 —1|-1] (-28+8—=8)— (1 -1 —-1|-1

2 -1 -2]|0 01 02

3 0 1|23
(S3+8 —+8)— (1 -1 —-1|-1
01 0|2
30 1|23 301
1 0 —-1|1 ) (5:+5:—+8)— (4 0 024
01 02 010

(—S3+8: =+ 8) —

Elde edilen bu matrise bakarak z =8, y= 2 ve =15 yazilabilir.

Gdruldigii gibi Gauss-Jordan ydntemi, Gauss ydnteminden daha
yorucudur,

Temel satir islemleri kullanilarak bir matrisin tersini bulmak
mimkindir. Bunun igin nce (A |I) genisletilmis matrisi yazilir.
Ardindan bu matris gesitli satir islemileri ile (I|B) seklinde bir matris
haline getirilir. Bu durumda B = A~! olacaktir.

# Her matrisin tersinin olmadid disinidlmell ve ters matris
kavraminin sadece kare matrisler igin tanimli oldugu
unutulmamahdir,
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2 3
) matrisinin tersini temel sabir islemleri yardimiyla
2 3

=, ‘ﬂ‘=(4 7
{A|I}=(4 7 ; D

bulalim. Bu matrisin genisletiimis matrisi
seklindedir. Bu matris cegitli satir islemieri ile (1| B) biciminde bir
matrise déndiriilebilir:

2 3|1 0

2 3|1 0

(ﬂ | B 1) (—38;+8; — ;) —

2 007 -3\ (1 1001 -2
(n 1] -2 1) (231_’31)_*(0 1‘—2 1

o3
2 2

B Gre, Al=
una gére (_2 1

) sekdindedir.

< Matrislerde temel satir islemlerine benzer olarak temel situn
islemleri de tanimlanmigtir. Temel sdtun islemleri, temel satir
islemlerinin sdtunlar arasinda uygulanmasi ile gergeklesir.

* DETERMINANTLAR: Determinant, bir kare matrisi bir gercek sayiya

esleyen fonksiyondur. Bir A matrisinin determinant: det A veya |A|
seklinde gésterilir.

= 1 x 1 tdrindeki bir A matrisinin determinanti matris elemanina
esittir,

= 2 % 2 tOrindeki bir matrisin determinanti (a,; - 8 — ;5 - 8g1)
dederine esittir.

= 3 x 3 ve daha genis tirden matrislerin determinantlan minér ve
kofaktérler yardimiyla hesaplanir.

3 x 3 veya daha genis tirde bir matrisin €. satin ve j. siGtununun

FENLEBEN.COM KONU OZETLERI

silinmesi ile elde edilen M:: matrisinin
determinantina, ilk matrisin ay elemaninin
MiNGrUO denir. ORNERL] :
(—1)¥7|M,;| degerine ise a;; elemaninin KONU OZETLERI
korakTORU adi verilir ve Ay, seklinde gisterilir.

Anpn matrininin determinant, €. satira veya j. siituna gre
hesaplanabilir ve neye gére hesaplanirsa hesaplansin sonug ayni
cikar. |A| degeri 1. satira gére

=1
dota =3 a(-1)1M
n
bagintisiyla, j. situna gore

i=1
detA =3 ay(~1)My|
badintisiyla hesaplanir.

s 21 4
A=1T 0 3 | matrisinin determinantini Uglnci satira ve ikinci

a2 5
situna gdre ayri ayri hesaplayalim. Hesaplama igin verilen bagintilarda

4 elemam bir garpan olarak bulundugundan dolay, icinde sifir bulunan

sabir ve situnlarr segmek, daha az kofaktir degeri hesaplamak
agisindan bize kolayiik saglar.

Determinantin degerini dnce Uglncl sabra gire hesaplayalim. Bunun
icin kullanacadimiz bagint

det A = ag(—1)""" [Myy | +a5a(—1)""* [Mya| +a33(—1)""* M4
=0+ |May| — 2| Maa| + 5| Maa| = 5| Mas| — 2| Maa|
seklindedir. Gorildigi gibi, as1 = 0 oldudu igin |Ma1| dederini

hesaplamamiza gerek kalmamustir. Simdi, |Mas| ve |Mas| dederierini
bulalim.
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2 4
M =
n=(33)
detM=2r3—4r?
—6—28 =22

Maj;y = (g ;)
detM =2.0—-1-F
0—-7=-7
Elde ettigimiz bu dederlere gire, aradigimiz determinant dederi,
detA=—-5.T+2.22=T7
olarak bulunur,

Determinantin degerini simdi de ikinci siituna gdre bulalim. Bunun igin
kullanacadimiz bagint

det A =ﬂ.12{—1}1+2 |M12| -'-3.32{—1}21-2 |M32| _'_3.32{_1)31-2 |M32|
= —1+|Mia| +0+|Mza| — 2+ [Maa| = —[Maa| — 2[Maa|

2 4
M =
. (T )
detM=2.3-4.7
B—28=-22

olacaktr. Aranan determinant degerleri

T 3
Mia =
a=(7 1)

detM=7.5—-3-0
=35—-0=235

oldufuna gire, A matrisinin determinant
detA=—-356+2.22=7

olarak bulunur, Garildigi gibi A matrisinin determinant dederi
hesaplama ydnteminden badimsizdir,

DETERMINANTLARIN BAZI OZELLIKLERT

1. Bir determinantta iki satinn veya sGtunun yeri degistirilirse

FENLEBEN.COM KONU OZETLERI

carpllip baska bir satira (veya sdtuna) eklenirse,
determinant defismez.

4. Bir determinantin iki satir ya da situnu e :
birbiri ile orantill ise determinantin degeri KONU OZETLERI
sifirdir.

* SARRUS YONTEMI: Sarrus yintemi 3 » 3 tlriindeki determinantlann

hesaplanmasini kolaylastiran bir hesap yéntemidir. Sarrus
yontemine gére, 3 x 3 tlrindeki bir determinant

(ay; - gz - 233 4+ - a3y - 813 + 2y - 812 - 2gg)

—{313'%'331 +ag3-ag-ay; +ag3-ag - ay)
bagintisi ile hesaplanir. Ifade mindr-kofaktor bagintilannin 3 = 3
tlrindeki matrisler igin agiimis seklidir.

D Sarrus bagintisini ezberlerken indislerin matris Uzerindeki capraz
ilerleyisine dikkat etmek gerekir. Bunun icin, determinantin ilk iki

satirl determinantin altina eklenir; asal kisegen ve paralel dogrular

Uzerindeki elemanlarin carpirm "+", capraz dodrularn Gzerindeki

elemanlarin carpirmi '-' isareti ile toplanir.
a3 832 s 33 83z @33 | @11 @2
dz1 A8gz A3 dzy; d@zz @3 |d@zy Az
dzy dzz das dzy dzz Ay |dz;  dsz

a1 812 A3
dzy A@zz A3

Benzer sonuc ilk iki situnun determinantin sadina eklenmesi ile de
elde edilebilir.

2 1 7
Ornedin, A=]3 -1 4 | matrisinin determinantini Sarrus yéntemi
g 3 2

ile bulahm. Ydntemin ivice anlasilabilmesi icin dnce verilen matrise ilk
iki satir ekleyerek yazalim:

determinantin degeri isaret degistirir. 2 17
2. Bir determinantin bir satin k gergek sayisi ile garpilirsa 3 -1 4
determinantin dederi de k gergek sayisi ile carpilmis olur., 6 3 2
3. Bir determinantin bir satir (wveya sltunu) bir gergek say ile o : 11 Z
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Ek satiriar eklenmemis, asil matrisin her satir basi elemamindan
baslayan ve asal kisegene paralel cizgi izerinde yer alan licer elemani
birbiri ife carpip sonuclar toplayalim:

2.(-1)-4=—4
3.3.7=63 = —4+63+24=83
6:1.4=24

Simdi, yukarida kullandigimiz g dodrunun caprazindaki ¢ dogru
tzerindeki elemanlar birbiri ile carpip sonuglar toplayalim:

7+(—1).6 = —42
4.3.2=24 - —42+24+6=—12
2.1.3=8

Determinantin dederi elde ettigimiz ilk senugtan ikincinin farkidir:
det A =83 —(—12) =495

Bir A matrisinin elemanlar yerine, bu elemanlann kofaktérlerinin
yazilmasi ile olusturulan matrisin devrigine ex maTris adi verilir ve
Ek(A) seklinde gbsterilir. Ek matristen bir matrisin tersini bulmak
icin faydalaniriz.
= det A # 0 olmak Gzere, A~ = EK(A) o

det A

2 3 =
N = (5 2) matrisinin tersini bulalim, A~ = %

bagintsindan yararianmak icin dnce Ek(A) matrisini olusturalim. Bunun
icin her bir elemanin kofaktarini bulmamiz gerekir.

P‘ii = {—1}1+1|M11| =2 Pgig = {—1}1+2|M12| = —5
Agy = (—1)*" Mgy = -8 Agg=(—1)""2|Mygg| =2

mw- (% 7)-(5 7)

Buna gdre

FENLEBEN.COM KONU OZETLERI

olacaktr, det A =4 — 15 = —11 olduduna gire A
matrisinin tersi

P._i - 1 a2 -3 ORMERL -
——ﬁ(_5 2) KONU 6z

ETLERI

sekindedir,

A katsayilar matrisi, B sabitler matrisi olmak Ozere, bir dogrusal
denklem sistemi A X = B seklinde yazilabilir. Bu denklem

sisteminin gdzdm kimesi, yazilan esitligin her iki tarafim da Al
ters matrisiyle carpmak suretiyle bulunabilir:

(ATTA)X=AT'B = X=A'B
e Asadidaki denklem sisteminin cdziim kiimesini ters matris

ydntemi ile bulalim. Sistemin katsayilar matrisi de asagida
giriilmektedir.

2z+3y—z2=—4 a8 _1
r+y—3dz=-11 A=]1 1 -3
3z —y+22=19 3 -1 2

Once katsaylar matrisinin ek matrisini bulalim:
Ay = (-1 My =1.2—{-3) - {-1)=-1
Ags = (1) My = —(1.2 —(-3)-3) = -11
Ay = {—1}1+3|M13| =1:(-1)-1.-3=—4

Agr = (—1)*" My | = —(3-2—(-1)-(-1)) =—5
Agy = (—1)*¥ Mgy =2.-2—(-1)-3=7
Mgy = {—1}2+3|M23| =—(2-(-1)-3-3)=11

Agy = (-1 My =3 (-3)— (1) 1=—8
Aga = {—1}3+2|M33| =—(2-(—8)—(-1)-1)=5
Ags = (—1)***Mys| =2-1-8.1= -1
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Elde edilen bu degerlere gire Ek(A) matrisi

-1 -5 -8
Ek(A)=| -11 7 &
-4 11 -1

seklindedir. A matrisini bulmak icin gereken det A dederini Sarrus
yintemi ile hesaplayalim:

detA=(2:1-2 41.(-1)-(-1)+3-3-(-3))
—((-1)-1-3+(-3)-(-1)-2+2.3.1)
=(4+1-27)—(-83+6+6)=—31

Buna gdre bters matris

L[ -5 -8
Al =—gg |11 7 5
4 11 -1

seklindedir. Bu matrisin sabitler matrisi ile carpimi bize sistemin gdzim
kiimesini verecektir:

FENLEBEN.COM KONU OZETLERI

* CRAMER YONTEMI: Bir denklem sistemini temsil
eden katsayilar matrisinde j. situn yerine
sabitler matrisi yazilir ve bu matrisin ORNERL]
determinanti, katsayilar matrisinin KONU OZ
determinantina bélinirse z; bilinmeyeninin

ETLERI

deijeri elde edilir.
dyy  age a‘il:j—i] h1j E'il:.'r'—i:l - T
dgp  dp dar41) bg; dorgryy e dgn
dn1 A 8n051) DPnj Bpgey eer Ban
T =

I det A

Bir denklem sisteminde bilinmeyenlerin bu sekilde bulunmasina
CRAMER YONTEMI adl verilir.

Cramer ydnteminde kullanilan det A # 0 ise sistemin tek ¢tzimi
vardir. Tim determinantlann deferi sifir ise ¢dziim sonsuzdur.

/ V1 Asagrdaki sisternin tek bir goziminin olmasr igin & sayisinm
) 1 -1 -5 -8 —4 degderinin kac olmasi gerektigini bulalim.
A B=——"1|-11 7T ) —-11
31 L 3y= —y=
L2 11 -1/ \ 19 s IR BN ke
—1y (=AY = (—BY- (—11)+(—8)- 1
1 ” 1)+ (—4)+(=5)- (-11) +(-8)-19 Katsawaarmab‘:‘sfﬁ=( )a!duﬁuna gdre, gdzimin tek olmas:
=—— (—11)-{—4)+7-{-11)+5-19 a -1
31 _ B _ i icin —1 —8a # 0 olmalidir. Buna gére, a # —1 oldudu siirece ¢bziim
I|L{ 4)-(—4)+11-(-11)+(-1)-18 Rt ]
T
[ —93
_ _;_1 &2 a= 5 icin gdzimi bulalim. Bu durumda det A = —18 olur. Bilinmeyenler
ise
\ —124
3 ‘4 3 ‘ ‘1 4‘
=1 =2 e 4 -1 15 4
4 T LT
—4—12 4—20
= =1 =— =1
—16 —16
=23 y=-—2 z=4 L ]
sexinde bulunur,
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