TRIGONOMETRI

o BiLivor MUSUNT

+ Yéinld ag, birim gcember, ag birimleri ve esas dicd!

¥ Trigonometrik fonksiyonlar, ve grafikleri!

¥ Ters trigopnometrik fonksiyonlar ve dcgen teoremieril
¥ Toplam, fark formdlleri ve trigonometrik denklemler!

¥ TEMEL KAVRAMLAR: Matematikte ve fizikte, saat yelkovaninin dénme
yonlnin tersi yon, pozitif yon olarak kabul edilir. Acilar bu yénde
dlclldiklerinde pozitif, aksi yinde &lglldiklerinde negatif olarak
kabul edilirler.

Merkezi orijinde, yaricapl 1 birim oclan cembere siriM CEMBER ad
verilir. Birim cemberin
& denklemi
2 S . .
z? + 3 = 1 seklindedir.

Birim cember

11 Balge

Yan taraftaki sekilde birim
cember, bélgeler ve
trigopnometrik fonksiyonlann
isaretleri gérilmektedir.

Acllar ve gember yaylar DERECE
ve RADYAN birimi ile &lglldr. Bu
1 iki birirm

derece  radyan
360 2w

FENLEBEN.COM KONU OZETLERI

badintisi ile birbirini baghdir.

Dederi 360 derece veya 2w radyandan daha & ) -
biyik olan her 8 agisi, k bir tam say olmak

: KONU OZETLERI
dzere,

P=Fk-300+a veya =k -2r+ o
seklinde yazilabilir. @ agisina, (2] agisinin esas dLglsl ad verilir,
¥ TRIGONOMETRIK FONKSIYONLAR: Bir & agisinin trigonometrik

fonksiyonlannin birim cember Gzerinde tanimlanig asadidaki sekilde
giridlmektedir.

¥ cota
Koianjant ekseni
sina N
fana
¥
Kosiniis ekseri! COS L
Tanjant
ekseni
Simiis ekseni g

Birim cemberde:

» Digey eksen sinids fonksiyonunu,

= Yatay eksen kosinds fonksivonunu,

= Disey tefet eksenler tanjant fonksiyonunu,

» Yatay tefet eksenler kotanjant fonksiyonunu,
temsil eder.

Birim ¢ember Ozerinde verilen tanmimdan

=1 <sginx <1

—o0 < tana < 0o

—1<ecosx =<1

— oo < cota < oo

oldugu gérilmektedir.
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c Bir cx agisinin trigonometrik fonksiyonlarn
bir dik Gcgen (zerinde soldaki sekilde
a gorulddgl gibi tamimilanir.
b
o = AB kenannin uzunlufu e
A c B = BC kenannin uzunlugu a

» CA kenannin uzunlugu b olmak lzere:

. karsi dik kenar b komsu dik kenar e
s = ————— = — cosc = - — =—
hipoteniis a hipoteniis a
P kargi dik kenar _ b cob o = komgu dik kenar _ ¢
~ komsu dik kenar ¢ ~ karsidik kenar b
Trigonometride bir aginin sekant ve kosekant fonksiyonlan
secoa = : csco = L
COosSo Sincx

seklinde tammlanir.

# Bir aciya ait herhangi bir trigopnometrik fonksiyonun defjeri verilip
difer bir fonksiyonun dederi istendidinde, fonksiyonlann dik Gggen
tanimlarnndan, Pisagor teoreminden ve faydalamilir.

1807 < @ < 2T0° elmak dzere
L5 tano = T olarak verilip sin o c
dederinin bulunmasi istendifinde énce ABC a
dik tggeni gizilir. tano = T olduduna gdre, 7

karsr kenar b =7, komsu kenarce=1

I
olacaktir. Pisagor teoremine gire, a 7 B
kenarimin uzuniugu A
a=+49+1=+50
olacaktir. Oyleyse sino dederi
. b T
sing=—- = —
a /50

olur, Fakat 1807 < o < 270" oldudundan dolay, « acisi ticiinc bdlgede
yver almaktadir. Dolayisiyla sina < 0 olur. Oyleyse sina = —ﬁ olmalidir,
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¥ PERIYODIK FONKSIYON: f: A — R olmak Ozere,
her z € A icin

OREEL]

flz+T) = f(z) KONU OZETLERI

esitlifini saglayan bir T' sayisi varsa f

fonksiyonuna perivobpik FoNkstyon ad verilir. T sayisi,

f(z + T) = f(z) esitlifiini sadlayan en kilgiik say! ise T sayisina
ESAS PERIYOT denir.

» f(mz + n) fonksiyonunun esas periyodu I_flr:I olur.

» T sayisimin 2T, 3T, 4T gibi her tam kati f fonksiyonunun bir
perivodudur.

m bir tam sayi olmak Uzere, sin™ (az + b) ve cos™ (az + b)
fonksivonlarnmn periyvodu

T m tek ¢ift ise

- { I%ﬂlr m tek say ise

tan" (az + b) ve cot™(az + b) fonksiyonlannin periyodu ise

T
T
seklindedir.

¥ TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARIN GRAFIKLERI: Trigonometrik
fonksiyonlar gibi perivodik fonksiyonlann grafiklerinin giziminde su
adimlar izlenir:
1. Fonksiyonun esas periyodu uzunlugunda bir aralik segilir.
2. Fonksiyonun secilen araliktaki dedisimi incelenir.

3. Fonksiyonun segilen araliktaki grafigi cizilir ve bu uzunluktaki
ardigik araliklar igin gizim tekrarlanir.

Sinds ve kosinds fonksiyonlarnin grafikleri [{], 211'], tanjant ve
kotanjant fonksiyonlarinin grafikleri ise [{],ﬂ'] araliginda gizilerek
sirasiyla 2 ve m uzunlugundaki ardisik araliklar icin tekrar edilir.
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Agafidaki sekilde sinz, cos &, tane ve cot fonksiyonlarninin
grafikleri gbrilmektedir.

A
i

=sinx fonksivomunun grafigi

/\ [\
\ S A\

v=cosx fonksivomunun grafigi

AN\
on \/ p U

F F

y=tanx fonksivonunun grafigi y=cotx fonksivonunun grafigi
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GRAFIK CIZIMINDE FAYDALI PRATIK MURALLAR:

1. y = asinz veya y = acosz fonksiyonlarimin
grafikleri, diisey eksende [—1,1] aralifinda yer KONU OZETLERI
alan y = sinx veya y = acosz edrilerinin,

yine disey eksende |—a,a] aralidina gerilmesi

veya stkistiriimasi ile elde edilir.

2. y=a+ sinz veya y = a + cosz fonksivonlaninin grafikleri,
y = sinz veya y = cosz egrilerinin, disey eksende a birim
kaydirnimas ile elde edilir.

3. y = sinazx veya y = cosaz fonksiyonlanmin grafikleri, yatay
eksende [0, 2| aralifinda yer alan y = sinz veya y = cosz
egrilerinin, yine yatay eksende [0,2%] araliina sikistinimass veya
geriimesi ile elde edilir.

4.y =sin(z — a) veya y = cos(z — a) fonksiyonlannin grafikleri,
yatay eksende [0, 2] aralifinda yer alan y = sinz veya y = cosz
edrilerinin, yine yatay eksende a kadar kaydirimasi ile elde edilir.

y=1+2gin2z 1 2
£ fonksivonunun grafigi
cizilirken:

1. Once y = sinz fonksiyonunun
egrisi alimr;

2. Pratik kural 3'e gdre, egri
yatay eksende [0, araliging

sikistiriir;

3. Pratik kural 1'e gdre, egri

diisey eksinde [—2, 2] araligna 3 4
gerilir;

4, Pratik kural 2'yve gdre, egri
diisey eksende 1 hirim yukarr

ke ydirilir, j
Sdylenenler yandaki sekilde » .
gergeklestirilmistir. 4 numaral U
seknilde, yer darligi nedeniyle

edri yukar degdil, yatay eksen

asagi kaydirimistbr,
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¥ TERS TRIGONOMETRIK FONKSIYONLAR: Trigonometrik fonksiyonlar bire
bir drten olduklan araliklara kisitlanirlarsa ters fonksiyvon kabul
ederler (hatirlayin ki bir fonksiyonun tersinin olabilmesi igin bire bir
drten olmasi gerekir). Buna gére:

1. Siniis fonksiyonu [—%, %] araligina kisitlandifinda bire bir Srten
olur ve

sinu =% <+ U —arcsinv

seklinde tamimlanan, arksinis fonksiyonunu ters fonksiyon olarak
kabul eder. Arksinis fonksiyonu [—1,1] araligindan [—%, I] aralifina
tamimhdir.

2. Kosinis fonksiyonu [0,] aralifina kisitlandi§inda bire bir 6rten
olur ve

COSU =17 A= U = arccosv

seklinde tamimlanan, arkkeosinds fonksiyonunu ters fonksiyvon olarak
kabul eder. Arkkosinils fonksiyonu [—1,1] araligindan [0, ] aralidina
tamimbidir.

3. Tanjant fonksiyonu [—%, %] aralifina kisitlandifinda bire bir &rten
olur ve

tanu=v < u = arctanv

seklinde tamimlanan, arktanjant fonksiyonunu ters fonksiyon olarak
kabul eder. Arktanjant fonksiyonu gergek sayilar kimesinden

—3 %] aralifina tanimbidir.
4. Kotanjant fonksiyonu [0,7] aralifina kisitlandiginda bire bir érten
olur ve

cotu=v << u=arccoty

seklinde tamimlanan, arkkotanjant fonksiyonunu ters fonksiyon
olarak kabul eder. Arkkotanjant fonksiyonu gergek sayilar

kiimesinden [0, ] araligina tanimhidir.
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@ tan (arccos(—1/4)) degerini hesaplayalm.
Arkiosiniis fonksivonunun tamimina gdre,

OREEL]

KONU OZETLERI

arccos(—1/4)=a = cosa= —%

yazariz. Kosinis fonksivonunun bers fonksiyon

kabul ettii bélge [0, % aralidr ve cose < 0 olduguna gére, a € [§, 7]
olmalidir. Bu durumda sina > 0 olacakbr. Oyleyse aranan tanjant
dederi, dzdeslikler yardimiyla

m‘na=‘l|l.f1—msza=:1.'1—f—ﬁ=%

—° — V1§

COBO

tan (arccos(1/4)) = tana =

seMinde bulunur,

Ay gdziime kosinds dederi 1/4 olan dik lggeni gizmek yoluyla da
wlasabilirdik. Bu gdzimin sonunda da agiarin hangi bilgede
olduklaring dikkat etmemiz ve sonucy ona gire isaretlememiz
{pozitiffnegatif) gerekir.

¥ KOSINUS TEOREMI: Kosiniis teoremi, bir iicgende iki kenar uzunlugu
ve bu kenarlar arasindaki ag bilindifinde
dgiincd kenann wzunludgunu hesaplamada
kullanilan bir teoremdir. Kosinds teoreminin
yandaki Oggene gbre ifadesi asadida
verilmistir.

al= h2+cz— 2bc cosa

b*=c’+a’—2cacosf

¢t =a"+b*—2ab cos 7y

Kosinls teoremi uzaklklarnin hesaplanmasi ile ilgili problemlerde
siklikla kullanilir.
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¥ SINUS TEOREMI: Sinils teoremi, bir Uggende kenar uzunluklannin
kargit agl sindslerine oraninin gevrel
cember capina esit oldugunu ifade eden
bir teoremdir. Sinds teoreminin yandaki
sekle gbre ifadesi asagida verilmistir.

2 -2 __° _9p
sine sinfd siny

Sinds teoremi, uzunluk ve uzakhk
problemlerinde, genellikle kosinds
teoremi ile beraber, siklikla kullanilir.

& Kenar uzunlukiarr ve bir acisra = 30cm,

b =15+v2cm, o — 457 olarak verilen
tiggenin diger kenarinin ve acilarinin degerini
bulalim. Kosinis teoremine gire,

30% = (15v2)* +¢" —2.15v2-c-cos45

900 =450 +c° —30c = c=15(1+3)

degeri elde edilir. Elde edilen ikinci derece
denklem diskriminant yéntemi ile cézilmis ve
sifirdan biiyiik olan deder ¢dzim olarak kabul edilmistir. 3 acisini elde
etmek igin, sinis teoremi kullanilirsa

30 1542 & sing 15v2.4/2 1 o fmir
—_— =N _——, = — ——
sindh  sinfd 2.30 2
degeri elde edilir. Buna gire, 7 = 180 — 30 — 45 = 105" olacaktir,

¥ UCGENDE ALAN BAGINTILARI: Kenar uzunluklan a, b, c; kenar

uzunluklan toplami u = a + b 4+ ¢; gevrel gemberinin yarncam R
olan bir ABC Gggeninin alani
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badintilar yardimiyla hesaplanabilir.

¥ TRIGONOMETRIK DENKLEMLER: Iginde &
bilinmeyenin trigonometrik fonksiyonlarn KONU OZETLERI
bulunduran denklemlere TRiGoNOMETRIK
DENKLEM adi verilir.

\/ Denklemin gdzimi sirasinda, tigonometrk fonksiyoniann
dzelliklerinden faydalanilir. Bu nedenie bir tigonometrik denklemi
gdzebilmek igin tigonometrk dzdegliklen gok iyl bilmek gerekir.

Bir denklemin kklerinin sadece belli bir aralikta bulunmasi
isteniyorsa tim kdkler bulunur ancak sadece istenen araliktaki
kbkler vazilir,

Iginde yer alan dedigkenin her deger igin dodru olan egitiiklere

trpesUK, dediskenin bazi dedgeren igin dogru olan esgitliklere DENKLEM
adi verilir. Bir denklemin bir taraf sifir ise bu denkleme HOMOJEN DENKLEM 801
verilir.

1. sinx = a denkleminin gézOmidndn olabilmesi igin, =1 <a <1
olmasi gerekir. Siniis fonksiyonunun sine = sin(r — a) tzelliji
dolayisiyla, efer o, sinz = a denkleminin bir ¢bzim ise (7 — a)
da bir gzlmdir. Trigonometrik fonksiyonlarin periyvodik olmalar
nedeniyle sine = a denkleminin ¢bzim kimesi

C={z:z=a+k-2rVvVz=m—a+k-2rm, kecZ}

seklindedir.
4 sin 3z = 2 denkdeminin gdzim kimesini bulalim. Verilen

denklem sin 3z = 1 seklinde yazilirsa —1 <a <1 sarbmin
sadlandigi gériliir. Buna gdre, & bilinmeyeni igin

in3 1 = 3 i = L
1 . 1 . 1 . sindz=— T=- E=—
A= Eahsm{l = Ehc sinA = EcasmB 2 6 18
degeri bulunur. Cozim kimesi, derece cinsinden
abc ={o =10+ 360k =170 + 360k, ke £
A= fuu-a)u-b)u-c) A=2 ¢={a veya a ez}
4R olur.
L ]
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u ve v, &'in birer fonksiyonu ve k bir tam say olmak Gzere,
sinu(z) = sinv(z) denkleminin giziimil igin,

u(z) = v(z) + k- 2w veya u(z) = m — v(z) + k- 2m olmasi
gerekir.

2. cosz = a denkleminin géziiminin olabilmesi igin, =1 <a <1
olmasi gerekir. Kosinis fonksiyonunun cosa = cos(—a) zellii
dolayisiyla, efier &, cosz = a denkleminin bir gézim ise (—a) da
bir gizimdir. Trigonometrik fonksiyonlann periyodik olmalan
nedeniyle cosz = a denkleminin gzdm kimesi

C={z:z=a+k-2rVz=-a+k-2r, kcZ}
seklindedir.

i ve v, 'in birer fonksiyonu ve k bir tam say olmak (zere,
cosu(z) = cosv(z) denkleminin cBzimi igin,

u(z) = v(z) + k- 2m veya u(z) = —v(z) + k - 27 olmasi gerekir.

cos(3z) = cos{ 3w — 22) denkleminin (m, 2x) aralifindaki kiklerini
bulalim. Esitigin sadlanabilmesi igin argiimaniarin esit olmasi,
yani 3z = 37— 22+ 2kw veya 3z = —3w+ 2z + 2kw olmas: gerekir,

3 2
Jr=3r—2z+2kr = .':1=E1'r—-—gk1r

3z=-3r+22+2kr = 2=-37w+2kr

k =2,3 igin », ifadesi (m, 2x) aralifinda ¢éziim olusturur:
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3. tanz = a ve cot & = a denklemleri, a
sayisinin her gergek defieri igin ¢ézGmlldarler. L
Tanjant ve kotanjant fonksiyonlarinin perivody oy
moldudu icin, denklemlerin gbzim kimesi KONU OZETLERI

C={z:z=a+k-m, kcZ}
seklindedir.
uve v, 'in birer fonksivonu ve k bir tam sayi olmak Ozere,

tanu(z) = tanv(z) veya cot u(z) = cotv(z) denklemlerinin
¢bzm igin, u(z) = v(z) + k - ™ olmasi gerekir.

4. acosz 4+ bsinz = ¢ denkleminin gziminin olmasi igin,
2.2, 40 .
¢” < a” 4+ b" olmasi gerekir.

decosz+4dsine =2 denkleminin gdzim kiimesini arayalim. Verilen

denklemde a=3, b =4, c =2 olarakc’ <a’ +b’ sart
saflanmaktadir. Verilen denklemin her terimi 3 ile bélinirse

) 2
cosz+ —gine =—
3

3
denklemi elde edilir. Denklemdeki % yerine tano yazarsak denklem
cose+tanasine = 3 = cosacosSE+tsinasine= Emsa

2
cos{a—z) = 3 cosa

Io k=0 halini alir. Yandaki sekil yardimiyla,
il . v L C
z=1, tanjant dederi 3 olan a agisinin kosinds
g k=1 dederinin % oldudu bulunabilir. Buna 5
gire: 4
xq ifadesi hichir k dederi icin istenen aralikta ¢dziim olusturmaz. Buna s =
gare, gozim kiimesi cosjlo—z)=——-=0,4 = a—z==166
v 9 3 5 A 3 B
C= {Ef’ Ef Trigonametrik tablo veya hesap makinesi yardimiyla a agisinin degeri
arccos(, 6 = b3° seminde bulunur. Buna gdre & agisinin degeri —13°
g.'e.id.fnded.r'r. Ve 119@ f ktl'
® va olacaktr,
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ONEMLI TRIGONOMETRIK OZDESLIK VE BAGINTILAR

1. Ayni aginin trigonometrik fonksiyonlanm birbirine baglayan
dzdeslikler.

sin” o +cu52ﬂ =1 cota-tana =1

COS8
cotax = —
sineo

escla=1 - cot’ o

tana =

sec’a =1 - tan’ o

2. Trigonometrik fonksiyonlann periyodik dzelliklerine ait dzdeslikler.

cos(a + k- 27) = cosa

cot(a + k-7) = cotax

sin(a + k- 27) = sina
tan(a + k- 7) = tana

3. Toplamaya gbre ters agilann trigonometrik fonksiyvonlarin
birbirine badlayan tzdeslikler.

sin(—a) = —sine cos(—a) = cosax

tan(—a) = —tana  cot(—a) = —cota

4. Agilanin trigonometrik fonksiyonlarinin birinci bélgeye

indirgenmesine ait dzdeslikler.

. 1
S]ﬂ(i - ﬂ:) = CO8x

tan G—r — a) = cotox

cos (E - .-:x) = gsina
5 =
cot (12_1' — a) = tanc

sin (1_1' +a) = CcoSCx

T .
2 cus(i-}—a)——mﬂa
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sin(r — a) =sina cos(w — a) = —cosa \
e KONU GZETLERI
cot (T —a) = —cotax

sin (7w + a) = —sina

tan(r + a) = tana

3
sm(T—a) = — oS
tan (E?ﬂ-— a) = cot o

3111(3;-}—0) = — COS8Cx

cos (3—ﬂ -
2
cot (E?ﬂ- -

3
cos (T -

cos(m+ a) = —cosa

cot (r+ a) =cotar

a) = —sine
]=tana
a) = sine

cot (32_1r +n:) = —tana

tan (3;4—&) = —coto
sin (27 — a) = sin(—a) = —sina

cos (2w — a) = cos(—a) = cosa

tan(2r — @) = tan(—a) = — tana

cot (2w — a) = cot(—a) = —cotax

5. Yanm ag bagintilan.

sin2a = 28inea cos o

2

2 . 2 . 3
cos2n —cos a—sin"a =2co8 x—1=1—2sin" &

T aT
tan(§+ﬂ) = —cota cot (E-}—a) = —tane
2tanc
tan2a = —_—
1l —tan"ox
L ]
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2eotax

1—cot’a
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6. Iki aginin toplam ve farkinin trigonometrik fonksiyonlarina ait

badintilar.

sin(a + ) = sinacos B+ sin Feosa

sin(a — ) = sinacos B — sin Fcosax

cos(a + ) = cosacos f — sinfsina

cos(a — ) = cosacos B+ sinFsina

tana + tanf

tan(a + ) = 1—tana tanf

tan(a — 8) =

tana — tand
1+ tana tanf

cota + cot 8
1—cote cotfl
cota —cot 3
1+ cotex cotf

cot(a + 8) =

cot(a — 8) =

7. Dénisim bagintilari.

FENLEBEN.COM KONU OZETLERI

tana + tang = :mﬂ:—: ;ﬂ COMV
: _ KONU OZETLERI
cosccos 3
cota + cotff = Smsuf—:;i}
cota —cotff = smmn{—:;ni}

8. Ters dénisim badintilar.

- —%[cos{a B ol ﬂ}]
sinacos = %[sin{a + B) + sin(a — ﬂ}]

cosacosfi = %[ms{a + B) + cos(a — ﬂ}]

sine + sinf = 2sin atp cos [ 2
2 2 cos(a — f) — cos(a + )
B\ .. (atB tanatanf= cosa—B) + cos(a + A)
a— a cos(a — cos(a
sina—sinﬂzEsin( 3 )cos( 5 )
cosa + cosf8 = 2eos (a -,: ) cos (a ; )
B . fa+By . fa=-8
cosa —cosfd = —2sin (T) sin (T) ®
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