POLINOMLAR

CARPANLARA AYIRMA

eBiLivor MUSUNT

¥ Polinom, sabit polinom ve sifir polinomu!

* Polinomlar kiimesinde islemler!

¥ Kalan bulma, indirgenemeyen polinom ve asal polinom!

+" Carpaniara ayirma ydntemleri, polinomiarda OBEB ve OKEK!
¥ Rasyonel ifadeler, polinom wve rasyonel denkfem/ier!

» POLINOM: a; gergek sayilar, n bir dodal say olmak (zere,

P(z)=apz"+a, 12" ' 4+---+az+a
seklindeki ifadelere poLinomM adi verilir.

2 TEMEL TANIMLAR: a.‘-:r," carpimina polinomun terimi; 1 sayisi
polinomun derecesi; a; poelinomun sabit terimi; a; sayilan polinomun

katsayilar; a, polinomun baskatsayisi olarak adlandinlir. Bir
polinomda bulunan terim sayisina polinomun terim sayisi denir.

& Pz)= V22 +wz—4 ifadesi katsayilar gercek sawlar,

terimierinin dereceleri dogal sayilar oldudu igin bir palinomdur.
Fakat, N(z) = 22° + % + 7 ifadesi terimlerinden birinin derecesi dogal
say1 olmadigr igin bir polinom degildir.

2 Her polinom, gercek sayllar kimesinde tanimh bir fonksiyondur.

Polinomun derecesi der seklinde gésterilir.

FENLEBEN.COM KONU OZETLERI

s Plz) = 32 + 4z + 1 polinomunun derecesi
der{P{z)] = 2 sekiinde ifade edilir.

OREEL]
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poLiNOMLARDA 1Kki GZEL DESER

1. Bir P(z) polinomunun sabit terimini bulmak

icin z = 0 yazilir ve P(0) deferinden bahsedildidinde polinomun
sabit terimi anlasilir.

2. Bir P(z) polinomunun katsavilar toplamini bulmak igin 2 = 1

yazilir ve P(1) defierinden bahsedildiginde polinomun katsayilar
toplami anlasilir.

e Plz) =az'—z+b—2 polinomunda sabit terim 4, katsayilar
toplami 12 olduguna gore, a-b garpiminin degerini bulalim.

Sabit terim 4 olduguna gire,
Fl0)=a-0-0+b—-2=4 = b=8
katsayilar toplami 12 olduduna gdre,
Ply=a-1-1+6—-2=12 = a=9

olur. Oyleyse a-b = 54 olacaktr.

¥ POLINOM ESITLIK: Iki polinemun her z deferi igin ayni sonucu

vermeleri durumuna poLtnomM estTLik adi verilir. P(z) = ...az'...
ve R(z) =...ba'... gibi iki polinomun esit olabilmeleri igin
derecelerinin ve esit dereceli terimlerinin katsayilannin esit olmas
gerekir.

der[P(z)] = der[R(z)] ve ay=¥
& Plz) =as’+22° +be— 8 ve Riz) =4z" —ca® — 3z +2d

polinamiarr esit oldukarinag gére, n, a, b, e, d dederlerini bulalim.

Paolinomiarin derecelerinin esit olabilmesi igin n = 3 olmaldir. Esit

dereceli terimlerin katsayilarimin esit olmas: gerektigine gdre,
a=4 e=—-2 b=-3 d=—4
olmalidir.
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Bir #{z) fonksiyonunu dedisken kabul ederek verilmis olan P{r{z))
polinomunun & dediskenine gire ifade edilmesi istendiginde, =
yerine r~!{z) ters fonksiyonu yazilarak P{z) polinomu elde edilir.

Ornedin, P{3z —3) =z — 6 oldufuna gére, P{z+1) polinomunun
ifadesini bulmak igin énce P{z) polinomunu buluruz. Bunun igin de
P{3z—3) polinomunun ifadesinde z yerine, 3z — 3 fonksiyonunun tersi
olan ’—‘1.!'3 ifadesini yazariz:

P(3ﬂ_3) =ﬂ_ﬁ

3 3
Ple) = 25
T)=—r—
3
Bu ifadede & yerine (z+1) yazarak istenen sonuca variriz:
—14
Pla+1) ===

Yukarida yvapilan islemler polinomlarda dedisken dinistirme olarak
adlandirilirlar.

Tim gergek sayilan ayni dedere esleyen polinoma saeit poLiNoM,
tdm gercek sayilan sifira esleyen polinoma siFIr poLiNoMU adi
werilir.

# Sabit polinomun derecesi 0, sifir polinomunun derecesi belirsizdir.

P{z) = (2 +a)e —4 bir sabit polinom ise derecesi 0 olmali, yani
dediskene badlr bir terim bulundurmamalidir. Oyleyse (2 +a)

carparmimin dederi sifir, @ = —2 olmalidir. Benzer sekilde
R(z) = (1 — a)z® — 2b polinomu sifir polinomu isea=1ve b=10
olmalidir.

¥ POLINOMLARDA TOPLAMA VE GIKARMA iSLEMLERI: Polinomlar
toplanirken esit dereceli terimlerin katsayilan toplanir. Cikarma
isleminde de islem esit dereceli terimler arasinda yapilir.

& F{z) =2"+2—1 ve R(z) = 22* — 32+ T polinomiarimn toplam
ve farklar
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Plz)+R(z) = (22" +2— 1)+ (22° — 32 +7)

=22+ 22 +z—Bx—1+7 ORNERL] :
g KONU OZETLERI

P{z)—R(z) = (22" +2z—1) — (22° — 3z +7)
=22 27 +2+32—1-7
=227 — 22" +4r—8

# ki polinomun toplam ve farklarinin derecesi en fazla, isleme giren
polinomlarnn derecelerinden biyldk olana esit olabilir.

¥ POLINOMLARDA GARPMA ISLEMI: Polinomlar arasinda garpma iglemi,
carpmanin toplama ldzerine dadilma &zellijinden faydalanilarak

gergeklestirilir.
s Flz) =2* +dz ve R(z) =3z — 2 polinomlarinin garpimi
P{z)-R(z) = (2* +4z)(3z - 2)
=z(3z—2) +4z(3z—2)

=3z — 22" + 122 — Bz = 32* +102* — Bz
seklinde bulunur.

< Carpim polinomun derecesi, carpilan polinomlarn dereceleri
toplamina egittir.

» POLINOMLARDA BOLME iSLEMi: Bir P(z) polinomu, bir R(z) polinomu
ile bélundaginde, B(z) bslim polinomu ve K (z) kalan polinomu
elde edilir. Buna gére

P(z) = R(z) - B(z) + K(z)

bélme dzdeslidi yazilabilir.

der|K (z)] < der[R(x)]
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# BBlim polinomu B(z)'in derecesi, bélinen polinom P(z) ile
bélen polinom R(z)'in dereceleri farkina esittir.

I:I Polinomlarda balme islemi dirsek bélme seklinde
gerceklestirilebilir.

Yan taraftaki drnekte 32 227 { z+1
3z +2z— T polinomu
z+1 polinomu ile - 3z + 32 3z —3z+5
bélinmisg, béllm - T
polinomu 3z — 3z + 5,
kalan polinomu —12 — —3zx—-3=z
olarak elde edilmistir.
be—T
Islem yapilirken énce _ TN -

bolen ve bélinen
polinomlarin dereceleri —12

ve baskatsayilar

kiyaslanir. Balim

polinomun derecesi, iki polinomun dereceleri farkina esittir. Dolayisiyla
béllim polinomun ilk terimi olarak, derecesi iki polinomun dereceleri
farkina, katsayisi iki baskatsayinin oranina esit bir terimdir.

32 + 22— T ve z+1 polinomlarnnin dereceleri fark: 2, baskatsayilar
oran 3 oldudu icin bélim polinomun ilk terimi alarak 322 yazilmistir.
3z ile z+1 garpilp 32* + 22— 7 polinomundan gikarlmis ve

—322 + 22 — T polinomu elde edilmistir.
Bélme islemine —3z* + 2z — T polinomunu z+ 1 polinomuna bilerek

devam edilir. En sonunda elde edilen kalanin derecesi bélen
polinomdan kiclk oldugunda bélme iglemi biter.

BOLME YAPMADAN KALAN HESAPLAMA YONTEMLERT

Yukarda verilen bélme dzdesligine gore, R{m} bélen polinomunu
sifira esitleyecek bir z, dederi,

P(z,) = R(z,) - B(z.) + K(z.) = K(z,)

esitlifiini dofuracaktir. Bu esitlije ve der[K (z)] < der[R(x)] sartina
gire bélme islemi yapmadan kalan pelinomu bulmak midmkdndir.

FENLEBEN.COM KONU OZETLERI

1. P(z) polinemunun (z — a) ile béliminden
elde edilecek olan kalan bir sabit olacaktir. Bu
sabitin degierini bulmak igin P(z) polinomunun  sees :
ifadesinde z yerine a yazilr. KONU OZETLERI

Plz) = 42" + 2z — 7 polinomunun (z+2) ile
bélimiinden elde edilecek kalan P{—2) = —32 —4 — T = —43 olur.

2. P(z) polinomunun (z — a)(z — b) ile bélumiinden elde edilecek
olan kalan pelinom en fazla birinci dereceden olacaktir. Bu polinomu
bulmak igin Pl:m} polinomunun ifadesinde & yerine dnce a, ardindan

b vazilir ve béylece en fazla birinci dereceden olan iki denklem elde
edilir. Kalan polinomu bu denklemlerin ¢ézdmuo ile elde edilir.

& Plz) =2z' + 32 + 2 — 2 polinomunun (z+1){z—1) ile
béliiminden elde edilen kalan polinomu en fazla birinci
dereceden olabilir. Buna gire K(z) = me +n kabul edelim ve

Plz,) = K(z,) esitlifinde # = —1, & =1 yazarak m ve n dederlerini
bulalim.

z2=-1 = P(-1)=2-3-1-2=—-4=-m+n
z=1 = Pl)=2+3+1-2=4=m+n

= m=4 n=0

Elde ettifimiz bu sonuca gire kalan polinom K(z) = 4z seklindedir.

3. P(z) polinomunun (z™ — a) ile bdliminden elde edilecek olan
kalan polinom (n — 1}. dereceden clacaktir. Bu polinomu bulmak
igin P{m} polinemunun ifadesinde 2™ yerine a yazilir.

Plz) =2 +22° +2° — T polinomunun (z* + 2) ile béliminden
elde edilen kalan polinomu bulmak igin, P{z) polinomunda z*
yeringe —2 yazalim.

Ple) = (2P +2 222 +2"—T =
Pz =-2)=K(z) = (-2)*-2-26*—2 -7
K(z)=—22"—5
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» POLINOMLARDA INDIRGEME: Bir P(z) polinomu, en az birinci

dereceden olan bir r(z) polinemu ile kalansiz bélinebiliyorsa, r(z)
polinomu P(z) polinemunun carpanidir, denir.

Efier P(z) polinomunun hicbir carpani yoksa P(z) polinomu
iNDiRGENEMEYEN PoLiNoM olarak adlandinlir. Baskatsayisi 1 olan
indirgenemeyen polinomlara asaL poLiNomM adl verilir.

& Fz) = 2* — 1 polinomu (z+1) ve (z— 1) polinomlarr ile kalansiz
baliinebilecedi icin, indirgenemeyen bir polinom degildir ve
(z+1) ve (z—1) polinomlart P{z) polinomunun garpaniaridirlar. P{z)

polinomu P{z) = (z+1){z— 1) seklinde yazilabilir.

Riz) = 22* + 1 polinomunu higbir carpam bulunmadigr igin bir
indirgenemeyen polinomdur. 8(z) = 2* +1 polinomu indirgenemez ve
baskatsaysi 1 oldugundan bir asal polinomdur.

» CARPANLARA AYIRMA: Bir P(z) polinomunun tam bélenleri olan,

ri(z), ro(z) ... polinomlarinin bulunmasi islemine, P(z)
polinomunun carpanlarna ayrimas: adi verilir.

Agadida agiklanacak olan garpanlara ayirma yéntemierninin
uygulamalan, aligkanlik gerektirir. Bu nedenle, garpaniara ayirma
konusunda bagarili olmak, fazla sayida dmek gdzmeye baghdir.

CARPANLARA AYIRMA YONTEMLERT

B ORTAK CARPAM PARANTEZINE ALMA: Ortak carpan parantezine alma,
carpmanin toplama lUzerine dadilma &zellifinin geriye ainmasidir.
Baz ifadelerin ortak carpan parantezine alinmadan énce
gruplandiriimas! gerekebilir.

& o' — ' — z+1 ifadesini ortak carpan parantezine
2o —rtl=0z-1)—(2-1)={z-1){=z"-1)

seklinde alabiliriz. Esitlikler tam ters yonde vazilirsa garpmanin toplama
tizerine dagima dzelligi uygulanmis olacaktr,
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W 0ZDESLIKLERDEN FAYDALAMMA: Polinomilari,
cebirde bilinen dzdeslikleri kullanarak
carpanlarnina ayirmaya &zdesliklerden
yararlanarak carpanlara ayirma adi verilir.

OREEL]
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s 42? + 122 +9 ifadesi, cok bilinen
(z+y)? =2 + 2oy +y° dSzdeslidi yardimiyla garpanlarina
ayrilabilir:

4z +12z+4 = (22)? +2- 223 + 3% = (2z+ 3)?

£ Dediskenleri yerine yazlabilecek her sayi igin dodru olan esitliklere
Gzdeslik adi verilir.

CARPANLARA AYIRMA KOMUSUNDA SIK KULLAMILAM ﬂzDEﬁdKLER
) TAM KARE OZDESLIKLERL:
(z +y)° = 2 + 22y + o
(z -y =2 2zy+¢°

2 TAM KUP OZDESLIKLERI:
(z+y)® =2+ 322+ 3z + 1 =2+ P + Bzy(z + o)

(-9’ =2~ 32%+ 32 — P =2 — P — Bay(z —y)

2 1K! KARE FARKI C!EDESLlél:
22—y =(z+y)(z—-y)

2 0C TERIMLE ICIN TAM KARE OZDESLIGI:
(z4+y+2) =22+ P+ 2+ 2(zy+ yz + 2)

O ki KOP ICIN TOPLAM VE FARK OZDESLIKLERL:
22—y =(z—y) (2 +2y+ )
iy =(z+y)(z2*—zy+9)
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O N. DERECEDEN 1K! TERIM ICIN TOPLAM VE FARK OZDESLIKLERI:
"yt =(z - y)

(" 142" y+...+ 2y 2+ Y)
"y = (z+y)

(2" 11—z y+...— 2y P+ 1) (n tek say igin)

O OZDESLIKLERIN YENIDEN DUZENLENMES]:
2+t = (z +y)' — 22y
2+t = (2 —y)* + 22y
(z—y)'=(z+y)’ —4ay
(2 +9)° = (z — y)* + dzy
-y =(z-y) ' +3zy(z—y)
2+ =(z+y)’-3zy(z+v)
B+ +2=(z+y+2)]—2(zy+yz+ 2z)

B §zpESLIGE DONOSTURME: Bazi ifadeler, terim ekleme ve eksiltme
yontemi ile bazi ézdesliklere benzer hale getirilebilirler. Bu yénteme,
dzdeslife dénidstirme ySntemi adi verilir.

& z? + Bz +15 ifadesini tam kare dzdesligine déniistiirerek
garpanfaring ayiralim.

(z+y)? =2 + 22y + o sedindeki tam kare Gzdeslifinde esitligin sad
tarafindaki ikinci terim, ilk terimin iki kat ile sol taraftaki ikinci terimin
garpimi elmalidir. Buna gore,

2ry=8z = y=4

olur. Verilen ifadeye, dederini dedistirmemek amaciyla i = 16 terimini
ekier ve cikarirsak

2 +82+15+16—16 = (2 +8z+16)— 1 = (z+4)*—1

sonucunu elde ederiz.
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¥» POLINOMLARDA OBEB VE OKEK: Iki veya daha

fazla polinomun OBEB ya da OKEK polinomunu L.
bulmak igin: GRNERLI

1. Tum polinomlar asal carpan polinomlarina KONU OZETLERI
ayrilir.

2. Ortak asal garpan polinomlarin en kiglk Uslileri birbiri ile
carpilarak OBEB polinomu; ortak asal carpanlarn en blyidk Gsldleri
ve ortak olmayan asal carpanlann tamami carpilarak OKEK polinomu
elde edilir.

& Plz) =2 — 22— 3 ve R(z) = 2* +4d2* + 3z polinomlarimin OBER
ve OKEK polinomiariry bulalim.

Iki polinom
P(a) = (z+1)(z—3)

seninde carpaniarina ayrilir. Buna gdre

R(z) =z{z+1){z+3)

OBEB [P{z), R(z) =z+1
OKEK [P{z), R(z)] =z{z+1)(z+3)(z—3)

olacaktir,

» RASYONEL IFADELER: P(z) ve R(z) birer polinom olmak Uzere,

P(z)/R(z) ifadesine rasyonel ifade adi verilir.

# Rasyonel ifadelerle dbrt islem, rasyonel saylardakine benzer
sekilde yapilir.

Bir rasyonel ifadenin pay ve paydas ayni carpana sahipse pay ve
payda bu carpana bélinlr ve bu islem SADELESTIRME olarak
adlandirilir.

622 +1722 +122 3z +4

& 20—z — Bz  zi—4

ifadesinin en sade seklini yazalim.

Ise iki rasyonel ifadeyi de carpanlarina ayirarak baslariz.
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62° +172% +12z _ z(62® + 17z +12)

239 — 22 — B (222 —x—8)
_ z(3z+4)(2z+3)
T z(z—2)(2z+3)
dr+—4 dr+4

-4 (z—2)(z+2)
Bu ifadelere gire sadelestirme yapilirsa

6z +172° +12z  3z+4  =z(3z+4)(22+3) (z—-2)(z+2)
208 —z2—6z  ri—-4 z(z—2)(2z+3)  3z+4

=z+2

sonucu bulunur,

» POLINOM VE RASYONEL DENKLEMLER: P(z) = 0 esitlifiine roLtnoM
penkLeM, P(z)/R(z) = 0 esitlifiine ise RASYONEL DENKLEM denir. Bir
polinom denklemi gergekleyen z deferlerine poLiNoMUN KEKLERT ad
verilir. Bir rasyonel denklemin kbkleri, sadece payini sifira esitleyen

degerlerdir.

‘/ Eir rasyone! denklemin kdklerinden bir veya birkagi, ifadenin
paydasin da sifira egitliyorlarsa bu deder veya dederler kik olarak
kabul edilmez.

& z(z—3)(z+1)

— 9 =0 denkeminin gdzim kiimesini bulalim.

Rasyonel denklemin kikleri pay polinomun kikleridir:
zlz—3)z+1)=0 = =0 z;=3 z=-1

Ancak & = 3 dederi payda polinomun da kiki eldudu igin rasyonel
denklemin kiki olarak kabul edemewiz. Buna gore, gozum kimesi
{—1,0} sekindedir.
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¥ BASIT KESIRLERE AYIRMA: Basit kesir olmayan
rasyonel ifadeler, birden fazla basit kesrin
toplami seklinde yazilabilir. Bunun igin: drenci :
1. Paydanin her bir carpani igin, bu carpani KONU OZETLERI
payda olarak kabul eden birer basit kesir yvazilir
(ayn carpanmin kuvwvetleri farkh carpan kabul
edilmezler).

2. Yazlan basit kesirlerin paylan paydadan bir derece kilgiik,
katsayilarn belirsiz polinomlar olarak secilirler.

3. Yazilan bu basit kesirler birbirleri ile toplanir, payda esitlenerek
vapilan bu toplama sonucunda elde edilen pay, rasyonel ifadenin

payina esitlenir.

42z—24 o .
& 927 8z ifadesini basit kesirlere ayiralim.

Ifadenin paydasini garpaniarina ayirirsak @ + 2z2° — 8z = z{z +4)(z— 2)
olur. Buna gire

42z —24 A B -

esitligini kurabiliriz, Bu esitligin agiims

42z — 24 Art+24Az—8A Br*—2Br Oz +4Cz
12788z z(z+d)z—2) z(z+4)z—2) z(z+4)(z—2)
(A+B+C)z? + (24— 2B+4C)z—8A
- z(z+4)(z—2)

seMindedir. Cézimi ise

B+C=-3

—BAd=-24 = A=3 =
—2B+4C =138

} = B=-8C=54
olur. Oyleyse verilen ifade
42— 24 3 8 5

1228z z z+4 z-2
sexinde yazilabilir,
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