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OZET

Riemann integrali Fen Liseleri, Anadolu Liselerinin sayisal ve esit agirlik
boliimlerinde gosterildigi gibi; fakiiltelerde Analiz-1 ve Analiz-II derslerinde 6nemli
bir konu olarak yerini her zaman korumaktadir.

Bu tez ¢alismas1 dort kisimdan olugmaktadir.

Birinci boliimde belirsiz integral; ikinci boliimde belirli integral; {i¢iinct
boliimde belirli integral ile diizlemsel alan hesaplari, donel cisimlerin hacim
hesaplar1 ve yiizey alani hesaplarinin nasil hesaplanacagini anlatan teorik ve pratik
kisimlar yazilmigtir. Dordiinci boliimde ise bir ucu sonsuza giden integral

hesaplarindan bahsedilmistir.

Anahtar kelimeler: Integral, Riemann, analiz, alan hesabi, yiizey alan hesabu,

donel cisimlerin hacmi, grafik, leminskat, astroid, kardioid, Bernoulli, Cauchy
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BOLUM 1

BELIRSiZ INTEGRAL

Bir bakima tiirev alma islemlerinin tersi olan integral alma islemi fen ve
mithendisligin en ¢ok ihtiya¢ duydugu matematik konularinin basinda gelir. Biz bu
boliimde temel fen derslerinde karsilagilmast muhtemel olan biitlin integral tiirleri
icin ¢dzlim yollarin etrafli olarak ele alacagiz.

Bu boliimde matematik ve fizik problemlerinin ¢6ziimiinde 6nemli bir yer tutan
integral kavramini tanitacak, daha sonra cesitli integral alma metotlarin1 vermeye

calisacagiz.

1.1. TANIM:
Tiirevi f(x) veya diferansiyeli f(x)dx olan F(x) ifadesine f(x)’in belirsiz
integrali denir ve
[ £(x)dx =F(x)
seklinde gosterilir. Bu
FE)=[ o & < Fl)= ()

olmas1 demektir. Diger taraftan bir sabitin tiirevi sifir oldugundan

d
—[Fx)+c]=f(x)
dx
yazilabilir ki, bu da f(x)’in integralinin F(x) seklinde yazilabilecegini gosterir.
Demek ki J‘ f(x)dx integralini hesaplamak demek tiirevi f (x) olan fonksiyonu

bulmak demektir.

ORNEK 1.1.

I2x dx integralini hesaplayiniz.



Coziim:
Bu integrali hesaplamak i¢in tiirevi 2x olan ifadeyi bulmak gerekir. Bu ifadenin

x*> oldugunu tiirev kavramindan dolay1 sdyleyebiliriz. Su halde

2

2xdx:x—+c
Jowde=3

olur.

Simdi belirsiz integrallere ait baz1 6zellikleri inceleyelim.

1.2. BELIRSIZ INTEGRALLERIN OZELLIKLERI

Ozellik 1: VpeR igin

Ia f(x)dx:ajf(x)dx

dir. Yani integral i¢cindeki sabit ¢arpan integralin disina alinabilir.

Ozellik 2: Sonlu sayida terimlerin toplammdan olusan bir ifadenin integrali, bu
terimlerin ayr1 ayri integrallerinin toplamina esittir. Yani Vp € N icin

I[ﬁ(x)+ﬁ(x)+...+fp(x)]dx:Ifl(x)dx+I]‘2(x)dx+...+.[fp(x)dx

dir. Ozellik 1 ve Ozellik 2 goz 6niine almirsa; ay, dy,...,a, €R olmak tizere,

”al filx)+a, fi(x)+..+ a, fp(x)]dx =a, J‘fl(x)dx +a, jfz(x)dx+ .ta, J‘fp(x)dx
yazilabilir.
Bir integral alma isleminde, integrali alinacak ifadenin hangi fonksiyonun tiirevi
oldugu goriilebiliyorsa, bu fonksiyona bir ¢ sabiti eklemek suretiyle integrali
alimmis olur. Buna gore, tiirev konusunda gosterilen formiiller yardimiyla asagidaki

integral formiillerini yazabiliriz.



1.3. TEMEL FORMULLER
1) Idx:x+c

2
X

2) dex=7+c

n+1

3)ij"dx=x

n+l+c (neR,n;t—l)

4) j%=ln|x|+c

X

a

5) Iax dx =

+c=a'log,e+c
Ina

6) Iex dx=e"+c
7) Isinxdx=—cosx+c

8) jcosxdx =sinx+c¢

9)_[ d =tanx+c

COSzx_
dx
10) [

Sin- x

=—cotx+c

11) j%=Arcsinx+c=—Arccosx+c (|x|<1)

dx

T = Arctanx+c=—Arccotx +c
+Xx

12) j
13) jchxdx =shx+c

14) jshxdx =chx+c

15)_[ dx =—chx+c (x#0)

sh*x

16) J.\/% :Arcchx+czln(x+\/x2 +1)+c

17) I\/%:Arcchx+c=ln(x+\/x2—l)+c (|x|>1)

dx

x* =1

18) | =—Arcthx+c:%1n(x—_1J+c (|x[>1)

x+1



Simdi bu formiillerden yararlanarak bazi integralleri hesaplayalim.

ORNEK 1.2.

I (9x2 +6x— 3) dx integralini hesaplayiniz.

Coziim:
J.(9x2+6x—3)dx=9j.x2 dx+6jxdx—3jdx

3 2
X

=9% 416X —3x+c
3 2
=3x’ +3x* -3x+c
ORNEK 1.3.
j(3 cosx—x"% + %) dx integralini hesaplayiniz.

X

Coziim:

J(ficosx—xy2 +Lj dx:3jcosx dx—J.xy2 abc+lj.£:3sinx—£x5/2 +lln|x|+c
2 27 x 5 2

X

ORNEK 1.4.

| (Zth +

3 =+ Jx J dx integralini hesaplayiniz.
I-x

Coziim:

[ [2shx+

1-x 1—x?

%+\/;] dx=2jshxdx+3j dx +qu1/2 dx:2chx+3Arcsinx+§x3/2 +c



ALISTIRMALAR
Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

1) j(zeu&su 2 zjdx

1+x

x*=2x
2)[ — dx

Ix

2 1
3 -—|d
)j(shzx chzxj g

o X 1
4) |x|<1 olmak iizere I(2x+3 +1—x2jdx

3 2
5) |x|<1 olmak iizere sinx + + dx
| | ‘[( \/1 —x? ? J

1.4. INTEGRAL ALMA METOTLARI

Bazen integrali alinacak ifadenin (integrandin) hangi ifadenin tiirevi oldugunu
gérmek c¢ok zordur. Bunun icin bazi integrasyon metotlar1 gelistirilmistir. Simdi bu

metotlardan en kullaniligh olanlar1 verelim.

1.4.1. Degisken Degistirme Metodu:
I f(x)dx integralinde x= (o(t) seklinde bir degisken degistirmesi yapildiginda,
I f (go(t)).go’(t)dt integrali elde ediliyor. Eger bu integral alinabilirse, = ¢*1(x)

konularak tekrar ilk degisken olan x ’e doniiliir. Simdi bu anlattiklarimiz1 6rneklerle

aciklayalim.

ORNEK 1.5.

I(x3 - 2x)5 .(3x2 - 2)dx integralini hesaplayiniz.

Coziim:

X —2x=t = (3)62 — 2)dx =dt olup degerler yerine yazilirsa,



6
'[(x3—2x)5 .(3x2—2)dx:jt5 dt:%+c:M+c

6

ORNEK 1.6.

I " cosx dx integralini hesaplayiniz.

Coziim:
sinx=u = cosxdx=du
J' sin x cosx dx = J-e” du:e”—l—C:eSinx +c
ORNEK 1.7.
. 3
.[ (Arc%f) dx integralini hesaplayiniz.
l1-x

Coziim:
Aresinx =t = dr__ dt
1-x*
(Arcsmx) B (Arcsinx)4
ALISTIRMALAR

Asagidaki integralleri hesaplayiniz.
1 J-cos (Inx) d
X

2) Ie"z’z“l Ax—1)dx

3)[*/1)1:_’%1

CcOSX
Y o
1+ sin? x

tan x
) .[(1+ tanzx). cos’ x dx




1.4.2. Kismi Integrasyon Metodu
u ile v, x degiskeninin birer fonksiyonu olsun. Bir ¢arpinin diferansiyelinden,

duv)=duv+dv.u = u.dv=d(u.v)—v.du
oldugunu biliyoruz.
u.dv=d(u.v)-v.du
esitliginin her iki tarafinin integralini alirsak,
Iu.dv =u.v— Iv.du

Bulunur. Eger Iv.du integralinin hesabi, Ju.dv integralinin hesabindan daha

kolay ise, bu metot oldukca fayda saglar. Demek ki bu metodu kullanmak i¢in “u”

ve “dv” diye dyle iki ¢arpana ayirmalidir ki, Iv.du integrali Iu.dv integralinden

daha kolay olsun.

ORNEK 1.8.

Ix. sinx dx = P integralini hesaplayiniz.

Coziim:

u=x } du = dx
=

sinxdx = dv V=—C0SX

P=x.(—cosx)—j(—cosx)dx=—x.cosx+.[cosx dx=-x.cosx+sinx+c

bulunur.

ORNEK 1.9.

Ilnx dx integralini hesaplayiniz.

Coziim:
u=Inx du = ﬂ
= X
dx=dv
v=2x
olacagindan



jlnxdx:x.lnx—jx-ﬁ:x.lnx—[ﬁzx.lnx—x+c
X X

olur.

ORNEK 1.10.

j e”.cosbx dx integralini hesaplayiniz.

Coziim:

u:eax

v=lsinbx

du =a.e“dx
=
cosbhbx dx=dv }

olacagindan,

1

Ie“‘“. cosbx dx=—-e" -sinbx — 4 j e™.sin bx dx
b b

Olur. Sag taraftaki integrale ayn1 metot uygulanirsa,

1 ) a a’

Ie"x.cosbx dx=—-¢e" -smbx+—2-e“" -cosbx——z.[e"x.cosbx dx
: ., b b b* ¢ .
I I

2
a 1 . a
I+—1 =—e* smbx+—2e”“ cosbx
b b b

2 2
(a +b leée”sinbx+l;i2e“"cosbx

bZ
2 2
bulunur. Her iki tarafi ) ile bolersek,
je“x.cos b e — (b. sin b)z + a.zcos bx) e
a +b
elde edilir.
ALISTIRMALAR

Asagidaki integralleri hesaplayiniz.
1) .[Arc tan x dx

2) Ix3.lnx dx



3) j 1%‘ dx
4) J‘x(x—l)3 dx
5) Icos(lnx)a’x

0) Ixz e dx

1.4.3. Rasyonel Fonksiyonlarin Integrasyonu (veya Basit Kesirlere Ayirma)
P(x) ve Q(x), x’in polinomlarini1 gostersinler. P(x) polinomunun derecesi Q(x)
polinomunun derecesinden biiyiik ise,

P(x) _K(x)+ R(x)

O(x) O(x)

yazilabilir. Burada K(x) bir polinomdur ve R(x)’in derecesi Q(x)’in derecesinden

kiictiktiir. Su halde % seklinde bir rasyonel fonksiyonun integrallenebilmesi
X

R(x)

paymin derecesi paydasinin derecesinden kiigiik olan % seklinde bir rasyonel
X

R(x)

(x)

fonksiyonun integrallenebilmesine indirgenir. Diger taraftan ifadesi

b* —4ac<0 ve n>1 olmak iizere,

M N Ax+ B Ax+ B
px+q (Px+Q)" T oaxl+bx+c (ax2+bx+c)”

seklindeki bazi1 kesirlerin toplamindan ibaret yazilabilir. O halde

I M dx
O(x)

seklinde bir integral, » € N olmak iizere,

.[K(x) dx '[

dx ’ J-( dx J- Ax+ B _[ Ax+ B

dx 5 dx
px+gq px+q)" iax +bx+ci"

ax> +bx +c

seklindeki integrallerin hesabina indirgenmis olur.

k
ax+b

dx Hali:

1.4.3.1. j



Bu tiir kesirlerde paydanin tlirevi pay kisminda varsa, “logaritmali”

yararlanilir.

ORNEK 1.11.

I ! dx integralini hesaplayimiz.
2x -5

Coziim:

2x—5=u = 2dx=du = dx:d—zu

J. —7I — —:Zln|u|+c:zln|2x—5|+c
2x-5 2 2

ORNEK 1.12.

sz;l dx integralini hesaplayiniz.
x =2x+7

Coziim:

2x-2 1
I—2x+7 :—I x2x+7 _Eln‘x —2x+7‘+c
1432[————7w:Hwa

(ax+b)

u = ax + b doniisiimii ile ¢oziliir.

ORNEK 1.13.

dx integralini hesaplayiniz.

3
T

Coziim:

dx-5=uy = 4ddx=du = dx:dT:l

10

formulden



J.;dx— 3I%=%J-u_6 duz—%u_5+c

(4x-sf 4
= _i . ; _|_ C
20 (4x-5)
1.4.3.3. f(x)= P Hali:
O(x)

Rasyonel ifadedeki payin derecesi paydanin derecesinden biiylik veya esit ise, pay
paydaya boliiniir.

P(x R(x

f@ == K+ oD
O(x) O(x)

seklinde yazilir ve sonra ayr1 ayr1 integralleri alinir.

ORNEK 1.14.
2
IM dx integralini hesaplayiniz.
x +1
Coziim:
3x242x+3 | x2+1
TIKF3 |3 )
2x
2
J‘wdx:j 3+ 22x a’x:3x+ln(x2 +1)+c
x"+1 x +1
ORNEK 1.15.
4 2
Iw dx integralini hesaplayiniz.
x +1
Coziim:
X252 x | X3+ 1
Tx'TFx X
2x°

11



4 2 2 2 2
Iw&:'[ x+23L dx:J.xdx+%J. 33x dx:x—+gln‘x3+1‘+c
x +1 x +1 39x+1 2 3

ORNEK 1.16.

I X integralini hesaplayiniz.
x_

Coziim:

[—= dxzj(n 2 jdx:x+2.ln|x—2|+c
x=2 x=2

1.4.3.4. jL Hali:

ax* +bx +c
(A4) Eger  ax’ +bx+c polinomu ¢arpanlara ayriliyorsa ifade basit kesirlerine
ayrilarak integre edilir. Basit kesirlerine ayrilmiyorsa “Arctanx” formiiliine

benzetilerek ¢oziiliir.

ORNEK 1.17.

2

I 3 i dx integralini hesaplaymniz.
x —

Coziim:
3x-1 A B 3x-1 Alx+1)+ B(x-1)
(x—l)(x+1) )(cx:l)l )f:l)l (x—l)(x+1) (x—l)(x+1)

3x-1=(A+B)x+A4-B

iki polinomun esitliginden A ve B’yi bulabiliriz. O halde

A+B=3
A-B=-1 A=1 , B=2
24=2

12



bulunur. Buradan

jf’ld “}——+;%i]xzjxiﬂh+jxildx:mh—ﬂ+2mh+ﬂ+c
o

= n(x—l)(x+1)2‘+c

olur.

ORNEK 1.18.

j x3+ 11 dx integralini hesaplayimiz.
x —

Coziim:
x+1 A N Bx+C
(x—l)(x2+x+1) x—1 x+x+1
e 2 2 1
esitliginden A= 3 B= 3 C= 3 bulunur. Buradan
Ix+1 =—J. ——J. 2+l =—ln|x 1|——1n‘x +x+1‘+c
x> +x+1

bulunur.

dx . 2 . . .
(B) I ————— halinde ax” +bx+c ifadesi ¢arpanlarina ayrilmiyorsa, yani

ax” +bx+c

b* —4dac <0 ise

= Arctanx +c

IL—lArctanLJrc veya j-
L+ 4 A Y

1+ x*

formiiliinden faydalanarak ¢6ziim yapilir.

ORNEK 1.19.

dx . .
j > integralini hesaplayiniz.
x 49

13



Coziim:

J‘de :J' dx =l~ -Arctan£+c=lArctan£+c
9 3 3 3

ORNEK 1.20.

xdx . .
j : integralini hesaplayiniz.
X +5

Coziim:

dex lj 2x dx

sl

u=x> = 2xdx=du

1 u 1 x°
-— Arctan—=+c¢=——= Arctan—+c¢

1
45 2 uz+(\/g)2_5 5 B 25 J5

xdx 1 du
I

ORNEK 1.21.

jz— integralini hesaplayiniz.
x +4x+5

Coziim:
b*—4ac=16-4.1.5
=16-20
=—4<0
oldugundan x° +4x+5 polinomu carpanlarma ayrilmaz. Bu yiizden bu ifadeyi tam

kare ifadeye benzetirsek,

dx dx dx
= = = Arct 2
J’x2+4x+5 J-x2+4x+4+1 J-(x+2)2+12 retan(x+2)+c

14



ORNEK 1.22.

I (2 S)S(Jr 23 4) dx integralini hesaplayiniz.
X+ 1)\x" +
Coziim:

5x*+3 4 L Bx+C
Qx+1)(x*+4) 2x+1 x*+4

olacak sekilde A, B, C sabitlerini bulalim. (Paydada ikinci dereceden bir ifade oldugu

zaman, payin birinci dereceden genel bir ifade olduguna dikkat ediniz). Paydalar

esitlenirse,
5x7 +3= A’ +4)+ (Bx + C) (2x+1)
=(A+2B)x* +(B+2C)x+(44+C)
A+2B=5
B+2C=0
44+C=3
bulunur. Bu sistemin ¢6ziimiinden: 4=1 , B=2 , C=-1 bulunur. Bunlar

yerine konulursa,

5x*+3 1 2x-1 dx 2x dx
J.(2x+l)(x2 +4) dx:j2x+ldx+-‘.x2 +4 dx:12x+1+-‘.x2 +4 x—jx2+4

=lln|2x+l|+ln‘x2 +4‘—1Arctan£+c
2 2 2

elde edilir.
ORNEK 1.23.
4 2
I 20+ 20 —5x+l dx = I integralini hesaplayimniz.
X (x2 +x+ 1)2
4 2
Céziim: J-2x +2x 5x+1dx:£ Bx+C N Dx+E

x (6 +x+1f x o txtl (@ xt1f

yazilir ve katsayilar hesaplanirsa, A=B=D=1 , C=-3 , E=-4 bulunur. O
halde

15



x—4 _ l (2x+1)—7 x—4

1= I RS +I(x2+x+1)2 dx—ln|x|+2j. R dx+'[(x2+x+1)2 dx
=1n|X|+lln|x2+x+1|—1I dx L (2x+1)-9 "

2 27kl 27 (2 )]
:1n|x|+lln|x2+x+1|—zj. 5 dx +l (2x+1) . dx_2 dx

2 29 x +x+1 2 (x2+x+1) 2 (x2+x+1)
=1n|x|+lln|x2+x+1|— __I dx .

2 x +x+1 x4l 2 (x2+x+1)
B 1.0 _ 1 7 6xdx 9 dx
_1n|x|+2ln|x +x+1| 2(x2+X+1) 2'[x2+x+1 ) (x2+x+1)2
_ 1. B 1 7 241 3(2x+1) 2x4+1
_1n|x|+2ln|x +x+1| —2(x2+x+1) \/gArctan \/5 2(x2+x+1) 2\/§Arctan—\/5 +c
Lo s ol 1 13 2x+1 3(2x+1)
_21n|x +x +x| —2(x2+x+1) \/gArctan NG 2(x2+x+1)+c

ALISTIRMALAR
Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

D J.x -5
dx
2 (3 672)

dx
) [ G679

4
X
4)jx4_ldx

5)_[ 3x+5

6 -
)-[x2+7x+6

xdx
LB Femnyey:

x+2
%) J.x +x dx

x+1
%) jx +x’

16



2x* —5x+9
Oy

1.4.4. Kiklii Ifadelerin Integrasyonu
(a) Basit koklii integrallerde degistirdigimiz degisken kokli ifadeyi ortadan
kaldiracak sekilde ayarlanir.

ORNEK 1.24.
J.\/ 2x +4 dx integralini hesaplayiniz.

Coziim:

?=2x+4 = 2dt=2dx = dx=tdt

j«/2x+4 dx:jt.z‘ dt :Itz dt:§+c:%(«/2x+4f+c

ORNEK 1.25.

xdx . ..
j integralini hesaplayiniz.
’+3

—

Coziim:

X*43= = 2xdx=2tdt = xdx=tdt

j\/xzdx3 :J-tft:.[dt:t+c:\/x2+3+c
X+

ORNEK 1.26.
jx_—mdx integralini hesaplayiniz
Vx1 s Py

Coziim:
Kokiin kuvvetleri 2 ve 3 oldugundan OKEK (2, 3) =6 ’dir. Dolayistyla #° = x—1

dontigiimii yapilir.

17



*=x-1 = 6 dt=dx
dir. Bu degerler yerine yazilirsa

\/ﬁﬂ B \/t_6+1
.[ 3\/)6—1 dx_J‘ 3\/2‘_6

6" dt =6[ (¢ +1)° dr =6[(t° + 1) ar

7 4
S s

bulunur.

ALISTIRMALAR
Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

1)_[ X dx

Vx+1
2) J.x«/x—l dx

3)_[ 6x—-5

—_—dx
N3xP=5x+7

(b) Eger integral operatorii altinda asagidaki sekilde kokli ifadeler

varsa

karsilarindaki gibi trigonometrik dontistimler yapilir. » sabit ve u degisken olmak

uzere

i) VP —u® igin  u=rsint
ii) vV’ +u®  igin  u=r.tant
iii) Vr* —u® igin  wu=r.sect

ORNEK 1.27.

I\/ 9 —4x* dx integralini hesaplayniz.

Coziim:

I\/9 —4x” dx = J.q/32 —(2x) dx

seklinde yazarsak, » =3 ve u =2x oldugu goriiliir. Burada u =r.sint

doniistimiinii kullanacagiz.

18



2x=3sint = 2dx=3costdt

dir. Bu degerler yerine yazilirsa,

IV9—4x2dxzjds?—cxfdxzjd9—9gn%-%cmndngjJ9h—sm2A.amtm

zgjcosztdtzgjmdtzg t+lsin2t t+c
2 2 2 4 2

olur. Simdi sonucu x degiskenine bagl olarak yazmaliy1z. Bunun i¢in

3
2x =3sint = sint:23—x 2x
t
9_4x°
_ 2
sin2t:2sint.cost:2-g-ﬂ -
3 3 = tzArcsin?

sin 2t = %\/9 —4x°
olup buradan,

J‘\/9—4x2 dx=2 Arcsinﬁ-i-i 9—4x* |+c¢
4 3 18

sonucunu elde ederiz.

ORNEK 1.28.

J.L integralini hesaplayiniz.
X' X +9

3dt
cos’t

Coziim: x=3tant = dx= doniisiimii yapilirsa,

J- dx IJ'cost dr

x° \/x2+9 _5

olur. Burada sinf=u = costdt=du

sin’ ¢
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1
5 c=——+c
u u 9sint

IICOStd IJ@:_L

I 2Ax*+9 9
1 1 N9+ x2

=y te=-—3
sin(Arc tan ;Cj *

sint 9

bulunur.

1.4.5. Binom Integralleri

a,beR ve p,q,r€Q olmak iizere, J-x" (a + bx? ) 7 dx seklindeki integrallere
“binom integralleri” denir.

A) geZ ise r ile p’nin paydalarinin en kiigiik ortak kat1 k olmak iizere, x=¢"

doniisiimii yardimiyla integral rasyonel bir fonksiyonun integraline doniisiir.

ORNEK 1.29.

integralini hesaplayiniz.

J‘ dx
\/;(1+3\/;)z

Coziim:
dx -2 1/3 —2
——=|x U+x dx
f Jx i+ 35 ) Jx )
oldugundan r = —% , D =% , g=-2 dir. q bir tam say1 oldugundan x =¢°

dontisiimii yapmak gerekir. O halde
x=t" = dx=6t dt

olur. Buradan

£ dt _6.[14—1—1

I (1+\/_)z '[1+t
) '[1+t '[1+t)2 6J'l+z‘)Z

bulunur. Simdi sag taraftaki yeni integrali hesaplamaliy1z. Kismi integrasyon metodu

1+t

6Arctant —

uygulanirsa,
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J- dt _l' 1 +l_|. dt
((+2] 2 142 27144
1

= > +1Arctant+c
2il+ti 2

dir. Bu deger yukarida yerine yazilirsa ve ¢ =x"® konursa

dx 3x1°

I\/;(Ha\/;)zz_nxl/

- +34rc tan(i/;)+ c

bulunur.

B) J-xr .(a + bx” )q dx integralinde xl =y dontisimii ~ yapilirsa,

r+l
%J-(a+by)q . y[ r ] .y"'dy integrali elde edilir. FT-:I tam say1 ise, q ’‘nun

paydasi n olmak tizere, a+ by =¢" degisken degistirmesini yapmak gerekir.

ORNEK 1.30.

s

dx integralini hesaplayiniz.

Coziim:

Burada r:—l , p:l , qzl olup,r—H=2€Z’dir.
2 4 p

1+x" = = )c:(t3 —1)4
degisken degistirmesi yapilirsa,

jg“lk% dx:IZJ.(ﬁ—t3)dt:12[i—ﬁj+c:%(l+i‘/;)m—3(1+(‘/;)4/3+c

7 4

a+by

4 LAV
5 ] : y[ o ] dy seklinde de yazilabilir.

O [« (a+bx") dx integrali [ (

a+by
y

r+l ¢ Z fakat (F—H + qj eZ 1ise ¢t" doniistimii ile integral rasyonel

p p
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fonksiyonun integraline doniisiir. Su halde (r—ﬂ+qjez ise ax’+b=t"
p

doniisiimiiyle rasyonel bir fonksiyonun integrali elde edilir.

ORNEK 1.31.
X .
—— dx integralini hesaplayiniz.
Ny

oo e . . 1/2 1/3 _11/2 . . -
Coziim: Verilen integral Ix (1+x ) dx seklinde de yazilabileceginden

11

, p=— , q=—— dir.
p q 5

l
3
r+1

p

+g=-leZ

oldugundan
x B yl=¢
degisken degistirmesi yapmak gerekir.
x=(-1 = ax=—6t(>-1)"dr

degerleri yerine kondugunda

oy

1

jxl/z (1+x1/3)711/2dx:—6jt"10 aftzét_g-i-c:Z +C=g +c
9 3 3

1+3\/;

bulunur.

1.4.6. IR (x, Nax® +bx + c)dx Seklindeki Integrallerin Hesabt

1.4.6.1. j

dx : .
————————integralinin hesabu:
Nax* +bx+c

Bu integralin hesaplanmasi a, b, ¢ sayilarinin degerine gore degisir.

a) b>—4ac<0 ve a<0 isekokici k*—u’ haline doniistiiriilebilir.

du ~ dresin
J‘W— I”CSIHZ'FC

formiiliiyle hesaplanir.
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b) b* —4ac>0 ve a>0 isekokici u’—k> haline doniistiiriilebilir.

j—% = ln(u +Nu -k )+ c

formiiliiyle hesaplanir.

c) b>—4ac<0 ve a>0 isekdkici u’+k> haline getirilir ve

I—,—ufj e = ln(u +Au’ +k? )+ c

dagintisindan yararlanilir.

d) b*—4ac=0 ve a>0 isekokici ax’+bx+c birtam kare olup kok disina

cikar.

ORNEK 1.32.
d

X . .
integralini hesaplayiniz.
+2x+3

I\/_xz

Coziim:
b* —dac=(+2) -4.(-1).3
=4+13 ve a=-1<0
=16>0
oldugundan
dx dx du . u .ox—1
= = = Arcsin—+c = Arcsin——+c¢
j\/—x2+2x+3 I\/4_(x_1)2 I\/4—u2 2 2
bulunur.
ORNEK 1.33.

dx ) ..
I— integralini hesaplayiniz.
V2x® =3x+1
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Coziim:

b>—4ac=9-4.2.1
=1>0

ve a=2>0

oldugundan u° —k’> haline getirebiliriz.

olur.
mx+n : ..
1.4.6.2. | —————dx integralinin hesab:
'[\/ ax* +bx +c
N m 2ax+2a£
j L — N j . m gy
Nax®> +bx+c 2a° \Jax* +bx+c
_m 2ax+b dx+(n—m—bjj. dx
2a7 \Jax® +bx+c 2a ) \Jax® +bx +c

:ﬁ—\, 2+b + +( _m_bj L
b wmmen 2a '[\/ax2+bx+c

olur. 1.4.6.1. tipinde integraldir. Bunun nasil hesaplanacagin1 biliyoruz.

ORNEK 1.34.

J.X—de integralini hesaplayiniz.
VX +2x+2

Coziim:
x+3 1 2x+6
| EEESENEPNRY S S L NA
NP +2x+2 29 x+2x+2
:ljﬂdxMjL
29 Ux*+2x+2 NP +2x+2

=+x?+2x+2 +2ln(x+1+\/x2+2x+2)+c
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dx

1.4.6.3. j integralinin hesabi:
(mx+n)\/ax2 +bx+c
Bu integralde =t doniislimi yapilirsa, 1.4.6.2. tipinde bir integral elde
mx+n
edilir.
ORNEK 1.35.

J‘# integralini hesaplaymniz.
x+1)vVx +1

Coziim:

olacagindan

dt

dx dt 1
I(x+1)\/x2+1:_j\/l—2t+t2 :_fj N
\/(t_z) "4

:—llnt—l+ tz—t+l +c=—lln|l_x+“2[x2+lj|+c
2 2\ 2 2 ‘ x+1 ‘

bulunur.

£()

Nax* +bx +c¢

1.4.6.4. P(x) , n ’inci dereceden bir polinom olmak iizere, j dx

seklindeki integrallerin hesab:

0O, ,(x), n— 1 ’inci dereceden bilinmeyen katsayil1 bir polinom ve A bir say1 olmak

uzere,

R,(X) 2 dx
—trdx = x)ANax“ +bx+c+ | ——
J’\/axz+bx+c Cra®) ‘[\/ax2+bx+c

yazilabilir. Yukaridaki esitlikte her iki tarafin tiirevi alimir ve x' ’lerin katsayilart

esitlenirse, O, ,(x)’in katsayilari ile 4 sayist bulunur. Béylece 1.4.6.1. tipindeki bir

integralin hesaplanmasina dontigiir.
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ORNEK 1.36.

I \/7 dx integralini hesaplaymniz.

Coziim:

xt+4x? dx
J.—mdx = (ax3 +bx? +cx+d)\/x2 +4 +/1J. )

esitligin her iki tarafinin tiirevi alinir, paydalar esitlenir ve x ’in kuvvetlerine gore
siralanirsa,
x*+4x" = dax® +3bx° + (2c +12a)x* + (8b+ d )x + (4c + )

elde edilir. Kat sayilar birbirine esitlenirse,

, b=0 , c= ,d=0 , A=-2

1 1
a=— —
4 2

bulunur. O halde

X +4x x +2x ( )
Vx? —2Inlx++vx~ +4 )+
J‘x/x +4 X “

olur.

dx

x—pYax® +bx+c

1.4.6.5 n e N olmak iizere, I seklindeki integrallerin hesabi:

Bu integralde =t doniistimii yapilirsa,1.4.6.4. tipinde integral elde edilir.

X=—p
ORNEK 1.37.
dx : .
I S integralini hesaplayiniz.
(x + l) Vx? +2x

Coziim: =t doniligiimii yapilirsa

x+1

olacagindan,

26



t* dt
‘f(x—i-l PJx? +2x J‘«/l—tz

bulunur. Bu 1.4.6.4. tipinde bir integraldir.

jt i =(At+B l—tz+/1j

dt
N1=¢
her iki tarafin tirevini alalim.

1 y)
=A\1—-t"(4t+ B
1-¢£ a )\/l—t N

? =24 -Bt+ A+ 1 = A:—% , B=0 , A=—

bulunur. O halde

I t* di ———t+\/1—t +;Arcsmt+c

dir. Buna gore

.1
g ~ Aresin—— +
x+1)3\/x2+2x 2 (x+1)2 2 VCS1nx+1 ¢

J- dx 1 x2+2x_1
(

olur.

1.4.7. IR X, m ax+b dx Seklindeki integrallerin Hesabi
cx+d

Burada integral i¢indeki fonksiyonun x ile koklii ifadenin rasyonel bir fonksiyonu
oldugunu belirtmek i¢in, parantez disina R harfi konulmustur. Bu ifadeyi rasyonel

hale getirmek icin

ax+b n ax+b
= = =
cex+d cx+d
koyalim.
(cx+d)t"=ax+b veya cxt"+dt" =ax+b
dt" —b

x(a—ct'”):dt'” b = x=g(t)= T

dir. Boylece
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IR[ J;:fjd = [Rlg(e)t].g'(t)dr

olur ve integral i¢indeki ifade t ’nin rasyonel bir ifadesidir. Su halde simdiye kadar

ki yontemlerle hesap edilebilir.

ORNEK 1.38.
Nx+1+2 . ..
j > dx integralini hesaplayiniz.
(x + 1) —Jx+1
Coziim: t=~x+1 = dx=2tdt olurve

[ Jx+1+2 2f z+2 J(—%—— 3t+2 )dt
(x+1) (=1 " +r+1

dt

()
t+— | +=
2 4

:210g|t—1|—log(t2 +t+1)—j

\/x+ -1 2 2Vx+1+1
_1 —Arctan—+c
x+2+\/x+ \/g \/5
bulunur.
ORNEK 1.39.

integralini hesaplayiniz.

dx
I Yo —1)(x+1y

Coziim:

J‘ J‘ /x-i—l
1/.xl x+1) -1 x+l
t=3/x+1
x—1

yazilabilir. Simdi

dersek,
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olur. Boylece

dx 3dt t+2 1 1 2t+1 3¢ dt dt
wa_l)(“l)z __Iﬁ—1_I(z2+z+1_z—1jdt_§ t2+t+1dt+5-[t2+t+l_jt—1

1. *+¢t+1 3 dt 1, 2+t+1 2t +1
=—lo +— =—log——~++V34rctan——+c
PR 21( 1)2 3 2 S -1y NG

Y

bulunur.

1.4.8. IR(sin x, cosx) dx Seklindeki integrallerin Hesabt
Bu tip integrallerin ¢6ziimii i¢in tan% =t donlisiimi yapilir. Buna gore,

. 2t 1-¢ 2dt
sinx=—- , COSXx= >, dx= 5
1+¢ 1+¢ 1+¢

olacagindan karsimiza t ’nin bir rasyonel ifadesinin integrali ¢ikar.

ORNEK 1.40.

sinx dx . .
I integralini hesaplayimniz.

1+cosx

(Coziim: Burada tan% =t donilisiimil yapacagiz.

J-smxa’x :J' 2tdt2:1n(1+t2)+c:1n 1+tan’ > |+ c=—In| cos> = |+¢
l+cosx <1+t 2 2
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ORNEK 1.41.

I [+sinx dx integralini hesaplayiniz.

cosx (1+cosx)

Coziim: tan% =t doniisiimii yapacagiz. O halde

I 1+sinx Il+td =I(—l+ijdt=—t+2ln|l—t|+c=—tan£+21n
1—¢ 2

X
l1-tan—|+c¢
cosx 1+cosx 2

bulunur.

NOT: Trigonometrik ifadeler yukaridaki orneklerde oldugu gibi toplam degil de
carpim halinde olurlarsa tanx =¢ doniistimii yapilir. Buradan

. t 1 dt
tanx=¢f = sinx= , COSX= , dx=

1+¢° 1+17 1+

olur. Bunun i¢in bir 6rnek verelim.

ORNEK 1.42.

j - integralini hesaplayiniz.
sinx.cos” x

(Coziim: tanx =t donlistimi yapalim.

2
e =« e
sinx.cos’ x t 2 2

1.4.9. indirgeme (Rekiirans) Formiilleri

Kismi integrasyon metodu yardimiyla, yiiksek dereceden bazi ifadelerin integrali
daha kiicilik dereceden bir ifadenin integraline doniistiiriilebilir. Bu yolla ytiksek
dereceli ifadelerin integrali kolayca hesaplanabilir. Simdi indirgeme formiillerinden

bazilarii verelim.

. 1. .
1) Ism” x dx=——sin"" x.cosx +
n n

jsin”‘2 xdx  (neN)
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dx 1 sin x n-2 dx
2 S 1
)Icos”x n—1 cos"‘1x+n—1J.cos”'2x (n>1)

3) m,n € N olmak lizere,

. -1 1
sin"” x.cos"" x+

J-sin” x.cos" xdx=—
m+n m+n

- 12
jsm” x.cos" x dx

L tan" ' x— J-tan”"2 xdx  (n>1)
n—1

4) jtan"xdx:

dx X 2n-3 dx
) J‘(az +x2)" - (2n —2).az.(a2 +x2)”_l " (2n —2).a2 J.(az %rxz)”_1 (n g 1)

6) b> —4ac<0 ve n>1 igin

1

f dx ~ 2ax+b . 2a.(2n-3) J dx
(ax2 +bx + c)" - (n —1).(4ac—b2).(ax2 erJHrc)”_l (n —1).(4ac—b2) (ax2 +bx+c)"_

7) neN ve b’ —4ac<0 igin

I Ax+B A s (2aB — 4b). (2ax +b)
(atx2 +bx + c) e 2a.(n - l).(atx2 +bx + c) " 2aln - 1).(4ac -b’ )(ax2 +bx + c) "

2a.(2n-3). (2ax +b) dx

’ 2a(n-1).{4ac—b’) J-(atxz +bx+c)"!
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1.5. COZULMUS PROBLEMLER
1
1) J(l - sz e dx integralini hesaplayimiz.

X

Coziim:

j(l—i)eﬁ" dx = J-et dt=é +c:ex% +c

(ax2 - b) dx

x\/czx2 - (ax2 + b)

2)1=j

integralini hesaplayiniz.

b . . .
Coziim: ax+—=t degisken degistirmesi yapilirsa,
X

(ax _ ) —Arcsini—i-c1

]:j \/2 ? (ax +b _I\/c -1 ¢

ax+—

X |+ ¢ = Aresin
c cx

2
. ax” +bx
[ = Arcsin

+¢

elde edilir.

x+1
3 dx integralini hesaplayiniz.
Vg intee play

3

-1 ) .. .
Coziim: 3x+1=£ = dx="dt = x= ! degisken degistirmesi yapalim.

£ -1
1
J' x+1 j 3t+ tzdt:jt3_;+3'Z‘dt:J‘£t3L32kdt:%J‘(t4+2t)dt

\/Sx—i—l

1 , 1 5 1, 1 s 1 2/3
==+ |+c=— + - +c=—0x+ 1) +=(CBx+1)" +¢
15 3 15 3

dx ) ..
4) | ———= integralini hesaplayiniz.
)er o intee play
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Coziim: x=u® = dx=6u’ du

6u’ du_ j u’ du:6j(u3+1 1 jdu_6j-u —u+1)du — 6_[

I\/;+\/_ J‘u +u’ u+1 u+l u+l
=6(u——u7+uj—6ln|u+1|+c=2\/;—33\/;+6§/;—6ln(§/;+1)+c

u+l

3

5) j % integralini hesaplayiniz.

. l-x=¢ = —dx=2tdt
Coziim:
x=1- = dv=-2tdt

-2t dt

dx dx
J.\/x(l—x) :'[\/;\/l—x :J.l‘\/l—t2

:—2.[\/6# - =-DArcsint +c =—-2AresinV1—x* +¢
1—

6) j Lz integralini hesaplayimiz.
(sm X +cos x)

Coziim: (sinx +cosx)’ =1+ 2sinx.cosx dir. Burada tanx=¢ doniisiimiinii

yaparsak,

. t
sinx = cosX = =
b 2 2
V1+£ N1+t 1+1

olur. Bunlar1 yerine koyarsak,

J‘ dx _I dx J‘ dt _I
(sinx+cosx) 1+2sinx.cosx 1+ +2t t+1)

1 COSX
=———+cCc=— +c=——"+c¢
t+1 tanx +1 COSX +SIn x

bulunur.
7) j cos (ln x) dx integralini hesaplaymiz.

Coziim: Inx=t = @=dt = dx=¢dt
X
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Icos (Inx)dx = Icost.e’ dt =%e’ (cost+sint)+c

= %x[cos(ln x)+sin(Inx)]+c

3) J- Aresin \/_

X ) ..
dx integralini hesaplayiniz.
\/; g play

Coziim: x=t* = dx=2tdt

J- Arc sm\/; dy — J- Arctsmt

N

2tdt = ZIArc sint dt = 2t . Arcsint + cos(A4resint)+ ¢

= 2\/;Arc sin\/; + 2cos(Arc cos \/;)+ c

9) J‘tanz)glnx)

dx integralini hesaplayiniz.

Coziim: Inx=t = §=dt
X

j—tanzfnx)dx = jtan2 tdt = j(l + tan® ¢ )t —J.dt =tant—¢+c = tan(Inx) — Inx + ¢

10) I (lnx)2 dx 1integralini hesaplayiniz.

(6ziim: Bunun ¢oziimi i¢in kismi integrasyon metodundan faydalanalim.

u=(Inxy du:21nx@
= x
dv =dx

V=X

J‘(lnx)2 dx=x.(Inx)*- ‘[x ey (Inx)*- ZIlnx dx
X S
I
son integralde yine kismi integrasyon metodunu uygulayalim.

_dv

u=Inx du
= X
dv=dx

V=X

[:Ilnxdx:x.lnx—jx-%=x.lnx—jdx=x.lnx—x

I(lnx)z de=x.(Inx) —2x.Inx—2x+c
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dx
11 integralini hesaplayiniz.
)I«/x+1+i/x+1 s i

(Co6ziim: Bu integralin ¢6zliimii i¢in ilk 6nce degisken degistirelim.

x+1l=t = dx=dt

V2o A e = J.t’l/4(l+t1/4)7l dt

dx dt
'[\/x+1+i/x+l :j\/;+i/;:-[(t

Bu integral bir binom integrali haline doniigsmiis oldu. (Bkz. sayfa 18) Burada

1 1
r=—— =— =-leZ
g0 Py 1
oldugundan
t=u'

doniigiimiinii kullanacagiz.

t=u' = dt=4%"du

I\/x+la—’:64\/x+l =jt_l/4 (lthl/“)_1 a’t=ju_1(l+u)_l 4’ du:4-[llizu du
2_
=4jl;+uldu+4jl+udu=4j(u—1)du+4jlcj_uu

2
=4{%—u+ln|u+l|}+c=4\/_—4i/;+4ln(4\/;+1)+c
=4Jx+1-4/x+1 +4ln(\4/x+1 +l)+c

dx : .
12) | ———— integralini hesaplayiniz.
J. x.Axt+x-1

Coziim: jR(x,\/ ax’ +bx +c )dx tipinde bir integraldir. (Bkz. s:23)

1 1 du
—=u = x=— = dx=——
x u u

Jx.\/xfb:-x—l :_J\/1+a;u_u2 _J.\/[\BI( 1)2 =—Arcsin[2u\/§lj+c=—Arcsin(
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13)I COSY i integralini hesaplayiniz.

1+ cosx
2
Coziim: tanizt = cosle—t2 , dx= 2dt2
2 1+1¢ 1+1¢
t+1 2
J~ CcoS X _J- ) g =
1+cosx 1+¢ *+1 1+
:—t+2Arctant+c:—tanE+x+c
14 j - integralini hesaplayiniz.
2+sinx
Coziim: tan£=t = sinx= 2t2 dx = 2dt2
2 1+¢ 1+¢
4l
I d)f =I 3 dt =I i 2 Arctan| —2 |+ ¢
2+sinx t"+r+1

[ﬁjl(ﬁlj‘ﬁ b

2 2

X
2% +1 2tan—+1

= iArc tan(—j +c= iArc tan -2
V3 NG} NG V3

+c

15) I = Ixz .e” .sinx dx integralini hesaplaymiz.
(C6ziim: Bunun c¢oziilebilmesi i¢in kismi integrasyon metodundan yararlanacagiz.

5 2x dx =du
X =u - ’
dv} €

(2sinx —cosx)

e**.sinx dx = V=

) 1 . 2 )
I= .[xz .e** .sinx dx =§x2 .ezx(2smx—cosx)—g_|.x.e2x .sin x dx

K
K integralinin ¢6ziimiinii de kismi integrasyon yontemiyle yaparsak

2x

eS {Z(Sinx—cosx) —%(3sinx—cosx)}

szx.ezx.sinxdxz

olur. O halde sonug
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2x

I= .[xz & sinxdx =5 [(2sinx—cosx) : —%(sinx+cosx)+2is(3sinx—cosx)}

dir.

1.6. COZULECEK PROBLEMLER

- i

) et Y [

3) [x.cos’xdv=? 9) | “;‘f‘l:?

D s 10) [0
) | (x+1)2d.x(1+xz):? 1) [sinyx de=2

0 |5 :xl 2 Il+sinix+ cosx
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BOLUM 2
BELIRLI INTEGRAL

Bu boéliimde Riemann integralini anlatacagiz ve bu integralin 6zelliklerinden

bahsedecegiz.

2.1. Araliklarin Parcalanmasi
Integral teorisinin temel kavramlarindan biri par¢alama kavramidir. Simdi bu

kavrami tanimlayalim.

2.1.1. Tanim:
[a,b] araligmi  a<x <x,<..<x,, <b Ozelligini saglayan x,x,,..., x,

noktalar1 yardimiyla » tane alt aralia bolelim. Uygunlugu saglamak i¢in a

sayisint x, , bsayisint x, ile gosterelim.

P:{xo,xl,xz,. X x}

0 n-12"n
climlesine [a,b] araliginin bir parg¢alanmas: veya boliintiisii denir.
[xo,xl],[xl,xz],...,[x x] araliklarina [a,b] araligmin P pargalanmasina karsilik

n—1>"n

gelen “kapali alt araliklar”; (x,,x,),(x,,x,),....(x,,,x,) araliklarina da “actk alt

n—1°>"n
araliklary” denir.

Ax, =x, —x,, sayisma |x,,,x,| arah@mnn boyu veya élgiisii denir. Alt araliklarin

boylarinin en biiyligline P parcalanmasinin normu veya maksimal ¢apt denir ve

||P|| ile gosterilir. Su halde
||P|| = max{ Ax, | k=12,..., n}

Yani n — +oo olmasi ||P

2 2 n—1
P= 0,1,1— 1 R 1 R 1 ,1
2 2 k 2

pargalanmasi g6z Oniine alindiginda Vn > 2 igin ||P|| = % #0 dir.

‘nin sifira yaklagmasini gerektirmez.

Eger P parcalanmasi diizgiin ise

P|| —>0 < n—>+00” Onermesi dogrudur.
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2.2. Merdiven Fonksiyonlar

Belirli integral kavrami birgok degisik sekilde verilebilir. Bunlarin en yaygin olani
merdiven fonksiyonlar1 yardimiyla verilenidir. Bu sebeple bu kisimda merdiven

fonksiyonlarini tanitmaya ¢alisacagiz.

2.2.1. Tanim:

s:[a,b] >R fonksiyonu bir merdiven fonksiyonudur. Ancak ve ancak [a,b]

araliginin dyle bir P pargalanmasi vardir ki, s fonksiyonu [a,b] araliginin her agik
alt aralig1 lizerinde sabittir.
Yukaridaki tanima gore, eger s bir merdiven fonksiyonu ise her bir k=1,2,...,n
icin Oyle bir s sabit sayis1 vardir ki,

X€ (xkfl,xk) icin  s(x)=s,
dir.

s fonksiyonu [a,h] arahginda tammli oldugundan x,,x,,...,x, noktalarinda

taniml1 olmalidir, fakat fonksiyonun bu noktalarda aldig1 degerler s sayilarindan biri

olmak zorunda degildir. [a,b] iizerinde taniml merdiven fonksiyonlarmim ciimlesi

Mla,b] ile gosterilir.

ORNEK 2.1.
5:[0,4] >R fonksiyonu

seklinde tanimlaniyor. Bu fonksiyonun grafigini ¢iziniz. Bu fonksiyon bir merdiven

fonksiyonu mudur?
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Coziim:
0<x<l igin s(x)=0

l<x<2 icgin s(x)=1

2<x<3 i¢in s(x)=2

3<x<4 igin s(x)=3

ORNEK 2.2.

y
4 -+
31 o—s2
52 f------------- ¢
21 —
1 e
1721---4 1 x
0 i 2 3 4 5

f(x)=[x] seklinde tammlanan  f:[-2,2] >R fonksiyonu bir merdiven

fonksiyonu mudur?

Coziim:
-2<x<-1 ig¢in
-1<x<0 icin
O0<x<l1 igin
I<x<2 igin

f(x)==2
£(x)=-1
£(x)=0
/(x)=1

oldugundan verilen fonksiyon merdiven fonksiyonudur.

ORNEK 2.3.

Posta ile gonderilen kolilerden 3 kg’a kadar 100 TL, 5 kg’a kadar 150 TL, 10 kg’a

kadar 250 TL iicret alinmaktadir. 10 kg’a kadar olan her bir agirliga bir tagima iicreti

karsilik getiren ve “Posta Ucret Fonksiyonu” denilen fonksiyonun grafigini ¢iziniz.

Bu fonksiyon bir merdiven fonksiyonu mudur?

Coziim: Bu fonksiyonu £ ile gosterelim.

xe€(0,3) icin
xe(3,5) icin

x€(5,10)  igin

f(x)=100
f(x):ISO
f(x)=250

dir. o halde bu fonksiyon bir merdiven fonksiyonudur. Grafigi:
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Ay
25Q p=======mmm———— Q—:
150 f-==-==-- o—0 |
100 f i 5
. : -
X
0 3 5 10 =

2.3. Merdiven Fonksiyonlarimin Integrali

Integral kavramini verirken 6nce merdiven fonksiyonlarinin integralini verecek, daha
sonda diger fonksiyonlarin integraline gececegiz.

2.3.1. Tanim:

s:[a,b]—>R  bir merdiven fonksiyonu, P={x,,x,...,x,} cimlesi [a,b]

araliginin bir par¢alanmasi ve x e (x,_,x,) i¢in s(x)=s, olsun.

b n
Is(x) dx:ZSk Ax =5, (= x0) 48, (%, —x) +o s, (x, —x, ) (2.3.1)
" k=1

sayisina s merdiven fonksiyonunun a’dan b’ye kadar integrali denir, a ve b
sayilarinda da integrasyon ad1 verilir.

Su halde bir s merdiven fonksiyonunun [a,b] araligindaki integralini bulmak igin,

fonksiyonun (xk_l,xk) araligl iizerinde aldigi s, degerleri ile bu araliklarin

uzunluklarini ¢arpip elde edilen sayilar1 toplamalidir.

ORNEK 2.4.
0 , 0<x<1
1 , x=1
s(x): 2
1, I<x<2
2, 2<x<3
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seklinde tammlanan s:[0,3] >R fonksiyonunun [0,3] araligindaki integralini

bulunuz.

Coziim:
js(x) dx:0(1—0)+1(2—1)+2(3—2):0+1+2:3

Ornekte goriildiigii gibi, integralin degeri, fonksiyonun x, par¢alanma noktalarinda

aldig1 degerlerden bagimsizdir.
Simdi merdiven fonksiyonlarinin integrallerinin 6zelliklerini gosteren bazi teoremleri

gosterecegiz.

TEOREM 2.3.1. (Toplanabilme Ozelligi):

s,teM[a,b] ise T[s(x)—i—t(x)]dx:js(x)dx+_i[t(x)dx dir.

a a

TEOREM 2.3.2. (Homogenlik Ozelligi):

b b
s,te M[a,b] ve ceR olsun. Ic.s(x)dx=cjs(x)dx dir.

a

TEOREM 2.3.3. (Integrasyon Araligina Gire Toplanabilme Ozelligi):

b c b
seM[a,b] ve a<c<b olsun. J-s(x)dxzj-s(x)derjs(x)dx dir.

c

2.4. Kapali Bir Aralikta Tamiml, Reel ve Simirli Bir Fonksiyonun Riemann

Integrali
Bu bolimde M [a,b] merdiven fonksiyonlar1 yardimiyla, [a,b] araliginda tanimli,

reel ve smurlt gelisigiizel fonksiyonlarin Riemann anlaminda integrallerini

tanimlayacagiz.
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2.4.1. Tanim:

b

If(x)dxﬂg}é{is(x) dx:seM[a,b]} ve j:f(x)dxzs;g;)“t(x)dx:teM[a,b]}

sayilarina sirastyla, Ust Darboux Integrali ve Alt Darboux Integrali denir.

b
Is (x) dx integrallerinin en biiyiik alt sinir1, Alt Darboux Integrali ise < f olmak

b
lizere, I t (x) dx integrallerinin en kii¢lik {ist simiridir. Asikar olarak

if(x) dx < j‘f(x) dx dir.

2.4.2, Tanim:

b b
f: [a,b] — R fonksiyonu sinirli olsun. Eger .[f(x) dx = j-f(x) dx=1 1ise f

fonksiyonu [a, b] aralifinda Riemann Anlaminda integrallenebilirdir denir ve

b

I f (x) dx=1 yazlr.

a

Yukaridaki tanimi1 kullanarak bir fonksiyonun integralini hesaplamak ¢ok zordur.

Simdi bagka tiirlii tanimlamaya calisacagiz.

2.4.3. Tanim:

f:[a,b] >R fonksiyonu siurh olsun. Eger [a,b] araligmin P pargalanmasi

icin, M, =sup {f(x) X, Sx< xk} ve m, =inf{f(x) 1x,  Sx< xk} diyelim.
U(f, P) = Zn:Mk CAx, ve A(f,P) = Zn:mk .Ax, toplamlarina sirastyla f
k=1 k=1

fonksiyonunun P  pargalanmasmna karsilik gelen Ust Darboux Toplami ve Alt

Darboux Toplami adi verilir.
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TEOREM 2.4.1.

f, [a,b] araliginda tamimh, sinirh bir fonksiyon ve P de [a,b] araligmmn bir

5
pargalanmasi olsun. inf U ( f,P) = If(x) dx ve sup A(f,P)=|f(x)dx

1R oy >

’dir.  Burada infimum ve supremum [a,b] araliginin tim P  parcalanmalari

uzerinden alinmaktadir.

TEOREM 2.4.2.

P ve P, [a,b] araligimin iki parcalanmasi ve f :[a,b]—)R fonksiyonu sinirl

olsun. P, F,’dan daha ince ise
@) A(/.R)<A(S.P)
®) U(f.5)2U(f.P)

dir.

2.4.4. Tanim:

R( f, P) = Z f (fk) Ax, toplamma f fonksiyonunun P pargalanmasina karsilik
k=1

gelen “Riemann Toplami” denir.

Simdi integrallenebilen fonksiyonlar1 karakterize eden bir teorem verelim.

TEOREM 2.4.3.

f: [a,b] — R smurh fonksiyonunun [a,b] araliginda integrallenebilir olmas1 i¢in
gerek ve yeter sart Ve >0 i¢in U(f,P)—A(f,P)<¢& ;(Riemann sart) kalacak

sekilde [a, b] ‘nin bir par¢alanmasinin var olmasidir.

TEOREM 2.4.4.

f ve g fonksiyonlari [a,b] aralifinda integrallenebilen fonksiyonlar olsun.
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(a) a,feR ise af ve pPg fonksiyonlart da [a,b] de integrallenebilir ve

i[af(x)+ﬁg(x)] dx = aif(x) dx+ﬂ.b[g(x) dx olur.

(b) 20 ise if(x)dxzo dir.

a

(c) f* integrallenebilirdir.

(¢) f=20 ise \/7 integrallenebilir.

b

jf(x) dx

a

b

< [|£ (x)] dx dir.

a

(d) |f| integrallenebilir ve

(e) f.g integrallenebilir.

2.5. Riemann Anlaminda integrallenebilen Baz1 Fonksiyon Siiflari
Bu kesimde Riemann anlaminda integrallenebilen fonksiyonlarin &nemli bazi

siniflar verilecektir.

TEOREM 2.5.1.

[a,b] araliginda siirekli her fonksiyon bu aralikta integrallenebilirdir.

TEOREM 2.5.2.

[a,b] arahiginda parcali siirekli ve smurli her fonksiyon [a,b]  iizerinde

integrallenebilirdir.

TEOREM 2.5.3.

f :[a,b] > R fonksiyonu monoton artan (veya azalan) ise f fonksiyonu [a,b] de

Riemann anlaminda integrallenebilirdir.
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2.5.1. Tanim:

f:[a,b] >R fonksiyonu siurh salimmhdir < [a,b] nin her pargalanmasi igin
Z‘ F(x)-7 (% )‘ <M Kkalacak sekilde en az bir M sayis1 vardir. Supremum
=l

[a, b] ‘nin tim P pargalanmalar1 tizerinden alinmak uzere,

s, (a,b)= supzn:‘f(xk)—f(xk_l)‘ genisletilmis reel sayisma  f’nin [a,b]
k=1

arahigindaki total salimimy adi verilir. Su halde s,(a,b)<wo ise f fonksiyonu

sinirli salinimlidir.

TEOREM 2.5.4.

f :[a,b]—)R fonksiyonunun simirli salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart iki

monoton artan fonksiyonun farki seklinde yazilabilmesidir.

SONUC 2.5.1.

[a,b] araliginda smirli  salimimli  her fonksiyon Riemann anlaminda

integrallenebilirdir.

TEOREM 2.5.5.
f, [a,b] araliginda ve Riemann anlaminda integrallenebilen bir fonksiyon olsun.
Eger Vxe(a,b) i¢in  F'(x)=f(x) olacak bi¢imde siirekli bir F:[a,b] >R

b
fonksiyonu varsa, j f(x)dx=F(a)-F(b) dir

a

NOT:

1) jf(x)dxzo

2) If(x) dx = —If(x) & (bza)
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ORNEK 2.5.

j£1+\/_

dx integralini hesaplayiniz.

X
Coziim:
F(x) J1+\/_d .fx +x’3/2 x:—(l+%j
X X
olacagindan
4
j”;/;dx:{(lﬂj—(nz)}z
X 4 4
olur.

Simdi yukaridaki teoremin basit bir sonucu olan bir teoremi ifade edecegiz.

TEOREM 2.5.6.

f, [a,b] araliginda integrallenebilen bir fonksiyon olsun.

(1) integralin degeri integrasyon degiskeninden bagimsizdir, yani

jf )dx = jf :...:ff(z)dz

(2) jf(x)dx=jf(x)dx+jf(x)dx dir.

TEOREM 2.5.7.

f:[a.b] >R fonksiyonu integrallenebilir olsun. [a,b] iizerinde

F (x) = j f (t) dt esitligi ile tanimlanan F fonksiyonunun f ’nin siirekli oldugu

a

her noktada tiirevlidir ve F'(x)= f(x) dir.

TEOREM 2.5.8.

Eger f:[a,b]—>R fonksiyonu siirekli ise [a,b] iizerinde tiirevli bir F

fonksiyonu vardir ve Vx €[a,b] igin F'(x)= f(x) dir.
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TEOREM 2.5.9.

1) [a b] — R siirekli bir tiireve sahip bir fonksiyon ve f de ¢ ’nin goriintii
b (b)

ciimlesi ise _[f((p(t)) @' (1) dr = j f(x)dx dir.
a o(a)

ORNEK 2.6.

lel —x* dx integralini hesaplayiniz.

0

Coziim: f(x) =+1-x* dir. (o(t) =sin¢ alalim.

sint=0 =

0

) T
smt=1 = t=—
2

oldugundan a=0 ve p=""dir.

f(go(t)) = f(sint)= JI—sin?¢ =+/cos’ ¢ =|cos1|
olur. 0<¢< B i¢cin cost>0 oldugundan f ((o(t)) =cost olur. Buna gore

1 /2
I\/I—xz dx = Icosztdt:
0 0

7/2
lj 1+c0s2t :E olur.
2 4

ORNEK 2.7.

I V1+x* . xdx integralini hesaplaymiz.
0

Coziim: 1+x* =t denirse dt =2xdx olur. Diger taraftan

x=0 = t=1

x=V3 = (=4

olacagindan

4 1 7
1 3( ) 3

I\/l—i-x xdx——jx/—dt —?

elde edilir.
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Bazi integralleri hesaplarken birden fazla degisken degistirmesi gerekebilir. Bununla

ORNEK 2.8.

ln 1+ x
= j- dx 1integralini hesaplayiniz.

1+x?

Coziim: x=tan¢g degisken degistirilmesi yapilirsa

/4

A= J. ln(1+tan¢)) do
0

sin @
cos @

olur. tang = oldugundan

/4

/4
A= ‘(')‘ In(cosg+sing) dp— ‘([ In(cos @) do

bulunur. Simdi son integralde ¢ = % —6 donisimil yaparak hesaplayalim.
/4 /4 " i
J‘ In COS¢ J‘ 1H(COS(——QJJ do= I In (M] do
0 ! N
/4
I cosH—i—smH)dH—Zln\/_
0

bulunur. Bu deger yukarida yerine konursa

/4 /4
A= .([ln(cosg0+sin(p) do— J- In(cos@+sin0) dl9+%ln\/§

0
bulunur. integralin degeri integral degiskenine bagli olmadigindan birinci ve ikinci

integraller esittir. O halde

1+x*
olur.
ORNEK 2.9.
0<a<Z igin J. X Snx dx = i oldugunu gosteriniz.
2 0\/l+tan2a.sin2x tan o
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Cozim: x=7—t donlsimii yaplhrsa

Xx.sinx

s1n T—t
I= j dx j ) dt
0\/l+tan2a.sin2x \/l+tan o .sin® (7 —1)
_”I sint dt—J‘ {.sint J- sint i
\/l+ta a.sin’t 0\/1+tan2a.sin2t \/l—i-ta o .sin’ ¢
olur. cost=-u degisken degistirmesi ile
1
I :EI du
2 71\/l+tan2a.(1—u2)
bulunur. u=— degisken doniistiirmesi yapilirsa,
sin «
1 sina Slna
_Z. a6 -7 Arcsm0| — (a+a)= a
2 tana @ J1-¢* 2tana —sina  2tana tan o

sonucu elde edilir. Simdi « ’ya bagli baz1 6zel degerler verelim. Mesela a = 7 ise

T 2
J’ x.sin x -7 bulunur. o ’ya buna benzer ¢esitli degerler verilebilir.
0 1 +sin’ x 4

Bazi durumlarda f ’nin ilkeli olan F fonksiyonu bulunmadan da integral
hesaplanabilir.

ORNEK 2.10.

I g5 /sin? x

0 i/coszx +3/sin2x

dx integralini hesaplaymiz.

- r e i3 /cos® x
Coziim: x=——t dOniisimii yapilirsa, [ =

2 2 Usin® x +Jcos x
halde, yukaridaki integral ile bu integrali toplarsak,

2] = I \/Sll’l X \/COS X
\/Sll’l

dx + I
x+\/0032x \/sm

dx bulunur. O

/2
dx _J’\/COS X+\/Sll'l xdx:Idx:E
\/Sln X+ \/COS X 2

0

x+\/coszx

olup, dolayisiyla 7 :% olur.
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ORNEK 2.11.

f:[-a,a] >R fonksiyonu siirekli olsun.

a) f tek fonksiyon ise I f(x)dx=0 dur.
b) f ¢ift fonksiyon ise J. f (x) dx = 2J- f (x) dx dir. Gosteriniz.
—a 0

a 0 a
Coziim: I = .[f(x) dx = J-f(x) dx+.[f(x) dx olsun. [ integralinde x=—¢
e o 0

1y 1

degisken degistirmesi yapilirsa, integralin degeri degiskene bagl olmadigindan

yazilabilir. O halde

a

1:jaf(x)dx:jf(x)dx+If(-x)dx:j[f(x)+f(_x)]dx

0 0

olur.
a) f tek fonksiyon oldugunda f(—x)=—/(x) olacagindan
jf(x)dx=.:[[f(X)—f(x)]dx::[0.dx=o
olur. a
a) f cift fonksiyon oldugunda f(~x)= /() olacagndan
[ =[x =2 1 o)
bulunur. a

Simdi de belirli integraller i¢in kismi integrasyon formiiliinii verelim.

51



TEOREM 2.5.10.

f ve g, [a,b] arahig iizerinde siirekli ve (@,b)’nda tiirevli olsunlar.

j.f(x) .g'(x)dx:f(b).g(b)—f(a).g(a)—j.f'(x) .g(x)dx

dir. Burada u = f(x) ve v=g(x) yazlisa,

b ; b

2
J-u dv=u.v|a —Ivdu
a a

seklinde de ifade edilebilir.

ORNEK 2.12.

Iln x dx integralini hesaplayiniz.
1

Coziim:

u=lhx = duzﬂ
X

dv=dx = v=x

olur. Buradan

Ilnxdxzx.lnxLe—jdx:e.lilﬁ—l.lm_Jl—jdx:e—(e—l):e—e+1=
1 1 1 0 9

olur.

ORNEK 2.13.

1

j(l —x’ )n dx integralini hesaplaymmz. (neN)
0

Coziim: x =sint degisken degistirmesi yapilirsa

1 z/2 72 7/2
2\" _ 2n+1 _ 2n o 2n

1-x°) dc= | cos™ xdx= | cos™ x.cosxdx=sinx.cos™ x

0 0 0 0

7/2 /2 7/2
=2n I (1 —cos’ x).cosz"‘1 xdx=2n j cos” ' x dx—2n I cos® ! x.cos” x dx
0 0 0

olur. Buna gore
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7/2 72 7/2
J cos® ! x dx =2n J‘ cos ' xdx—2n J cos™! x dx
0 0 0

yazilabilir. Son integral basa alinir ve her iki taraf 2n+1 ile bdliiniirse

7/2 /2
J cos®! x dx = j cos® ™ x dx
0 0

2n+1

rekiirans formiilii elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

i . 7/2
ICOSzn+1de: 2n 271 2 COSZn*3xdx
) 2n+1 2n-1 4
_2n 2n-2 2n-4 _ﬁfcosxdx
2n+1 2n-1 2n-3 3

0

2n 2m-2 2n-4 2 2" (n))

2n+1 2n-1 2n-3 3 (2n+1)!

bulunur. Su halde

olur.

Birinci Ortalama Deger Teoremi:

f ve g, [ab] araliginda tammh ve g ile f.g bu aralikta integrallenebilir

olsunlar. g, [a,b] iizerinde her yerde aym isaretli ve f smurliise [inf f,sup /]
b b
araliginda Oyle bir k sabiti vardir ki, If(x).g(x) dx=k.[g(x)dx “dir. Eger f

fonksiyonu [a,b]’de siirekli ise [a,b]’deki en az bir x,  noktas: igin

b b

If(x)-g(x)dx=f(xo)jg(x)dx olur.
ORNEK 2.14.

x)=2+sinx fonksiyonunun —E,Z araligindaki ortalama degerini bulunuz.
2°2

Fonksiyon bu degeri hangi noktada alir?
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Coziim:

/2 _
k= ! I(2+sinx)dx:l (2£—cos£j—(—2£—cos—ﬂj =l-27r=2
b—a 2 2 2 2

-z/2 4

olur.
2+sinx=2 = sinx=0 = xzoe[_%’%}

oldugundan fonksiyon bu ortalama degeri x, =0 noktasinda alir.

ikinci Ortalama Deger Teoremi:

f ve g, [a,b] araliginda tanimhi ve g>0, f.g ile g integrallenebilir, f

smirli ve m<inf f <sup f <M ise [a,b] araliginda dyle bir ¢ noktas1 vardir ki

b

If(x).g(x)dx:mi‘g(x)dx+MIg(x)dx dir.

a

2.6. I f (u)du *nun Siirekliligi, Ilkel Fonksiyonlar, Diferansiyel ve integral

Hesabinin Temel Teoremi

f fonksiyonu [a,b]’de siirli ve integrallenebilir olsun. x e[a,b] olarak

aldigimizdan .[ f(u)du, x’inbir fonksiyonudur.

X

F(x)= jf(u)du , Vxel[a,b] igin ‘f(x)‘ <M olsun. x> x, alalim.

a

‘F(x)—F(xo)‘ =

jif(u)du—]gf(u)du

jif(u)du

< ji‘f(u)‘du <M (x-x,)

Su halde |x—x,|<n(&)= % alirsak,

F(x)-F(x, )‘ < ¢ olur. Yani

X

F(x)=[f(u)du, x’in siirekli bir fonksiyonudur.

a
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2.6.1. Belirsiz Integral ile Belirli Integral Arasindaki Bagnti. Ilkel Fonksiyonlar:
Eger [a,b] araliginda f integrallenebiliyorsa, gordiik ki J- f (u)du stirekli bir

fonksiyondur. Bundan baska F (x)=j- f (u)du fonksiyonu smirli saliimhidir.

a

Ciinkii Vx €[a,b] i¢in ‘f(x)‘SM ise x,_, <x, olduguna gore,

‘F(xl. ) —F()cl,_1 )‘ =

Tf(u)du < T‘f(u)‘duSM(xi—xi_l)

i1

dir. Yani F ’nin [a,b] araligindaki total salimmi en fazla M (b—a) ’dur.

2.6.2. Diferansiyel ve Integral Hesabinin Temel Teoremi:
Simdi gosterelim ki, eger f siirekli ise, F tiirevlenebilirdir ve F '(x) =f (x) dir.

Gergekten, # >0 igin

x+h x x+h

F(x+h)=F(x)= [ f(u)du=[f(u)du= [ f(u)du=hf(£)
dir. Burada integral hesabinin birinci ortalama deger formiiliinii kullandik. £ degeri:
X,...,x—h araliginda alinan uygun bir degerdir. Su halde

F(x+h)-F(x)
h

=f(¢)
dir. f fonksiyonu x yerinde siirekli oldugundan, /4 ’yi yeter derecede kiiciik
almakla, /(&) ile f(x) arasindaki fark, istenildigi kadar kiigiik bir &>0

sayisindan daha kii¢iik yapilabilir. Yani 2 <n ig¢in

-f(x)<e = lim

\f@)<f&ﬂ=rwx+@_Fxﬂ

h

dir. Boyle tiirevi, integral isareti altindaki f fonksiyonuna esit olan fonksiyonlara,

f'nin “ilkel fonksiyonlarr” denir.

Eger FF ve G , f’nin herhangi iki ilkel fonksiyonu ise, F'—G de tiirevlenebilir
ve bu tiirev besbelli sifirdir. Demek ki f ’nin biitiin ilkel fonksiyonlar1 F +c¢

seklindedir.
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Eger f’nin bir ilkel fonksiyonu G ise, a<x<b i¢in If(u)du —G(u) =c dir,

yani bir sabittir. x=a igin integral sifir oldugundan, c¢=G(a) bulunur. O halde,

X

If(u)du:G(x)—G(a) ve x=b i¢in ]:f(x)dx:G(b)—G(a):G(x)b

a

elde

edilir.
Diferansiyel ve Integral Hesabin Temel Teoremi: f fonksiyonu [a,b] kompakt

araliginda siirekli ise G, f ’nin orada muhakkak mevcut oldugunu bildigimiz bir

ilkel fonksiyonu ise, [ f (x)dx=G/(x)

a

b

=G(b)-G(a) dur.

a

Boylece belirsiz integraller hakkinda evvelce gordiiglimiiz biitiin integralleme
yontemlerini belirli integrallerin hesab1 i¢in de uygulayabilir.

Belirli integralin hesabi sirasinda degisken degistirmesi yapiliyorsa, sinirlar ya
degisken degistirmesi yapilirken degistirilir, yahut da integral 6nce belirsiz olarak
hesap edildikten sonra, tekrar eski degiskenlere doniilerek, integralin verilen sinirlar
tizerinden belirli integral hesaplanir. Buna bir 6rnek vererek agiklayalim.

ORNEK 2.15.

a

J ==

integralini hesaplayiniz.
—-a ( 2 + X )

Coziim: x=a.tant degisken degistirmesi yapalim.

adt X
, t=Arctan—

dx = >
cos” ¢ a

olur. Buna gore yeni integralin sinirlar

.. Vd
X=a i¢in t=—
4

X=—-ai¢in = il
4

olur.
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dt

. S T l_d dt
'[(a2+x2)3/2 a,}[/z;a (1+tan t a’ ;!/4005 t(1+tan t) ¥

/4

1 1.5 2

—_ —_ Q1 4

= _J; cost dt = e smt|_;, =

dir. simdi de integrali belirsiz olarak hesap edelim ve yine ayni sekilde x =a.tant

degisken degistirmesi yapalim.

dx 1 dt 1 sint
I—z i =—zj ; e Ico tdt=
(a +Xx ) a * cos t(1+tan t) a’ a’

X 5 .. X .
—=tant koydugumuzdan, demek ki sint =——— olur. Yani
a a’ +x

]5 dx 3 X ’ 1 ata _ V2

bt (a2 +x2)3/2 aNa +x° » 2.0 d

olur.

2.7. Baz1 Limitlerin Integraller Yardimiyla Hesabi

Bu kesimde bazi 6zel tipteki limitlerin integraller yardimiyla nasil hesaplanacagini

gosterecegiz.

TEOREM 2.7.1.

. _ b
f: [a b] — R siirekli bir fonksiyon ise llmb a Zf(a+kb aj :If(x)dx dir.
n

n—0 n =1

ORNEK 2.16.

1 2 n-1 n
lim— (e" +e"+...+e" +e"J limitini hesaplayiniz.
n—>0 n

Coziim:

1( ! 2 n-1 n 1 1
lim—| e"+e" +...+e" +e” zlim—Zek/":J.ex dx=e—1
n—)oon

n—sm
n = 0
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ORNEK 2.17.

p=2 igin lim( ! + ! +---+LJ limitini hesaplaymiz.

oo\ p4+l n+2 pn
Coziim:
1 1 1 [ 1 1 j 1 1] 1 1 1
R 7+...+7 JRE— —_— ... + ... —_ + + +...+7
n+l n+2 pn n+l 2 2n+1 2n+2 3n (p—l)n+l (p—2)n+2 pn
1
_,,1m+; 2n+k +“ n+k
p1( n 1 -1 1& 1
_Z‘[/Zrn%j Z‘ nis, Lk
n
oldugundan
p-l n p-1(1
lim +1++1= llmlz ! =Zj1dx
o\ g+l n+2 pn) S| men “r—i—(k) T\ l+x
n
p-1
= (1n(r+1)—lnr) Inp
r=1
olur.
1 1 1 e . - C
—+ +---+— dizisinin yakinsak oldugunu biliyoruz. Simdi bu
n+l n+2 pn

dizinin limitini bulalim.

lim L+ ! +---+i =In2
oo\ p+l n+2 2n

oldugu aciktir. Cilinkii bu limit yukaridaki limitin p =2 icin 6zel halidir.

2.8. COZULMUS PROBLEMLER

4
1) J. ‘xz —4x+ 3‘ dx integralini hesaplayimiz.
-1

Coziim: Once f(x)=x"—4x+3 fonksiyonunun isaretini inceleyecegiz.
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Yukaridaki tablodan da goriildiigii tizere —1<x<1 ve 3 <x<4 araliklarinda
f(x)=0; 1<x<3 araligmmda f(x)<0 dir. Buradan

jﬂxz —4x+3‘dx:+j(x2—4x+3)dx—i(x2 —4x+3)a’x+jt(x2 —4x+3)dx:3?7
—1 -1 3

1

olacaktir.

2) ”sins x‘dx integralini hesaplayiniz.

-
Coziim: Once sinx fonksiyonunun grafigini ¢izelim.

1\3{ -7<x<0 icin sinx<0

—-r<x<0 icin  sinx>0

\ Y

N

dir. Buna gore

T 0 V4 0 V4
J. ‘sin5 x‘ dx = I ‘sin5 x‘ derJ.‘sin5 x‘ dx = —J. sin’ x derJ-sin5 x dx
- - 0 - 0

Va

2 3 1 5 ‘ 2 3 1 5
=[ COSX——COS X+—COS" X +| —COSX+—-COS" X+—-CO0S™ X
3 5 3 3 5

0

16 1632

5 5 5
elde edilir.

7/2

3) I = J. V2 —sin® x.cos’ x dx integralini hesaplayimz.
0

/2
Coziim: I = J V2 —sin® x .(l—sin2 x).cosxdx yazip ve sinx=+/2sinz degisken

0

degistirmesi yaparsak,
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/4 /4

1= j \2—=2sin? t.(l—2sin2 t).x/zcost dt :2j Jcos? t.(1—2sin2 t).cost dt
0 0

/4 /4

:2I |cost|.(1—25in2t).costdt:2I coszt.(1—2sin2t) dt
0

/4 e
=2I (coszt—2sin2t.coszt)dt ZI 1+C082t J- 1+cos2t 1-cos2t dt
0 0 0 2
z/4  z/4
=(t+lsin2t] —I (l—cos2 2t)dt=£+l—£+j Md;
2 0 0 4 2 4 9 2
11(1.)”“11;;4“;
=—+4—|t+—sin4¢ =—+—==
2 2 4 o 2 24 8
4
4) I T gy integralini hesaplayiniz.
1
Coziim:
1<x<2 icin  [x]=1
2<x<3 igin ~ [[x]=2
3<x<4 igin ~ [[x]=3
oldugundan
4 2 3 4
ij dxzjxdx+jx2 dx+J-x3 dx:@
1 1 2 3 12
bulunur.

5) f(x)= Hx + %ﬂ fonksiyonunun [~1,3] araligindaki integralini hesaplaymiz,
Céziim:
~1<x<0  igin  f(x)
0<x<l  igin  f(x)
1<x<2  igin  f(x)=1
2<x<3  igin f(x)

oldugundan
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3 0 1 2 3

J‘Hx+%ﬂdx: J.(—l)dx-i-jO dx—i—jldx-i—IZ cl’xz(—x)‘?1 —i—x|12 +2x|z
0 1 2

:—(0—1)+(2—1)+2(3—2):1+1+2:4

bulunur.

2
6) I |1—x| dx integralini hesaplayimniz.
0

l-x , 0,1
Coziim: |l-x|= { ); e {1 2} oldugundan
x-1 , xell,

2 1

j|1—x|dx=j(1—x)dx+j(x—1)dx={x—%2j

0 0

bulunur.

b
7) a<b olduguna gore I M dx integralini hesap ediniz.
X

Coziim:

[

: .. b|x| b
1) 0<a<b igcin —=1 olup j—dx=j1dx=b—a
x ax a

H__ e fo) a2 ae
_= 1 olup :[xdx—I( 1)dx=a-b

a

i) a<b<0 icin

ST L P 5 P L P h
iii) a<0<b icin I—dx:I—dx+j—dx:J.(—1)dx+Ildx:a+b
a X X 0 X 0

a a

NOT:
Belirli integralden faydalanarak, terim sayisi sonsuza giden bazi toplamlarin limitleri
de hesaplanabilir. Bunun i¢in bdyle toplamlar1 bir Riemann toplami seklinde ifade

etmek gerekir.

Mesela [0,1] araligini l,g,...ﬁ noktalarin1 boliim noktalar1 alarak n pargaya
nn o n

bolerek x,—x,, =n olur. f siirekli bir fonksiyonu gostermek iizere,
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et ) )3

seklinde de ifade edilebilir.

8) lim (Lz + % ot _2 1) limitini belirli integralden istifade ederek hesap ediniz.
n—>0 n n n

Coziim:

) 1 2 n—1 o112 n—1
lim| —+—++——|=lim—| —+—+---+
n—o\ n n n -0\ n n n

seklinde yazabiliriz. Burada f (x) =x dir. O halde

1 2 n—1\ | x?
lim| —+ =4+ (=
’1*)00(1/12 n2 nz ) J‘

olur.

9) lim(L+ ! 4+t ! j limitini belirli integralden faydalanarak

oo\ p+l n+2 n+n
hesaplayiniz.
Coziim:
. ( 1 1 1 ] .11 1 1
lim + 44 =lim— + 4ot
n—>o\ 5+ n+2 n+n n—o g n+l n+2 n+n
n n n
1| 1 1 1
= lim — —gty
i+ 142 1+—
n n n

olup f(x)= L dir. Buradan

1+x
1
lim(L+ ! +oeet ! j:j dx =In2

e\ p+l n+2 n+n

elde edilir.
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10) Belirli integralden yararlanarak

x| .o 2% (n-O7m nm) ...
I =lim—| sin—+sin—+---+sin +sin— | limitini hesaplayiniz.
oo n n n n

Coziim: Burada f(x)=sinx dir. O halde

T
. T
I:jsmxdx:—cosxo =2
0

dir.

11)1:1imi 1+‘/ " +‘/ T oy —2 limitini hesaplayiniz.
now g n+3 n+6 n+3(n—l)

Coziim:

I:Iim3 1+\/ A / n3+ I n6+---
s g 1+0 \/1+ \/1+

olup f(x)=,/L dir. O halde
1+x
tl
I:.[ —— dx=21+x
o V1+x

olur.

3
=2
0

12) g(x)=sin’x fonksiyonunun [0,2] daki ortalama degerini bulunuz.

dt
Coziim: Burada e¢* =t = x=In¢ koyarsak dsz

1% dr 1901 1 R
=— =—||-———|dt=— D =1+—1
g(¢) 2'][t(1+t) ZI(t t—i—lj ! 2 n(tﬂ}‘l +2 e

olur.

13) VneN i¢in Jt|ldt = " (n — 1)(4n * 1) oldugunu gosteriniz.
6

0

Ispat: f(t)= [[tl/z]] olsun.
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(1-1)< F(1)<(n) = F(1)=0

oldugundan
]f[[\/;]]dt:j.Odt+:4[1dt+i2dt+---+ j (n—1)dt
0 0 1 ( )
—0+1(4-1)+2(9-4)+(n- )[n ~(n- 1)}
=13+2.5+...+(n— 1)(2 1)
=Y (k-1)(2k-1)= (267 =3k +1) = 22":k2—32":k+n
:2n(n+1)(2n+1)_3n(n+1)+n
6 2
:n(n—l)(4n+1)
6
bulunur.

14)_[ a’x 5-J2-3 oldugunu gosteriniz.

Coziim:

2

I[[xz]]dx

0

[[ dx—i—j x+j£[[x2 dx—i—j[[xﬂd

de+j1dx+j2dx+j3dx (\/_—1)+2(J§—\/§)+3(2—J§)
N 5
=5-v2-3

ot—,.—- o'—.—-

b b
15) _[ [x]dx+ j[[—x]] dx=a—-b oldugunu gosteriniz.

Coziim:

I[[x]]dx—i—_”[ x]]dx I[[x]] [[ x]])dx 1
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[a,b)=[1,2) olsun. Buradan x€[L,2) = -xe[-2,-1) olur. [x]=1 ve

[-x]=-2 olup

[ =

Q C— >

b a
(1—2)dx:J(—l)dx:Idx:x|: =a-b
a b

olur.

2.9. COZULECEK PROBLEMLER

1) Asagidaki esitliklerle tanimlanan fonksiyonlarin [—1,3] araligindaki integralini

hesap ediniz.
a) f(x)=[x]
b) f(x) = 2|Ix]]
0 f(x):[[x]]+|[x+%]]
¢) f(x)=[2x]-[-~]

f -1
2) VneN ig¢in j [[x]] dx = n(n2 ) oldugunu gosteriniz.
0
10
3) j 2" dx integralini hesaplayimniz.
0

4) x>0 igin f(x)= I [¢]dr olsun. f’nin [0,4] arah@indaki grafigini ¢iziniz.
0

9
5) I {[«/; H dt integralini hesaplayiniz.

0

n(n—l)(2n—1)
6

6- a) VneN igin I [[t]]2 dt = oldugunu gosteriniz.
0

b) x>0 i¢in f(x)= j[[t]]z dt seklinde tanimlanan fonksiyonun [0,3]

0

araligindaki grafigini ¢iziniz.
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7) Asagidaki esitliklerin dogru olup olmadiklarini gosteriniz.

a) i(@+{/§)dx=@

3

o
3362—3x+2 3

)J. ydy _llnl—’_\/g
0 y6+4 2 2
@ [ x a
dx=—(7r—-2
Q)-([ a—x g 4(” )
T odx T
d —= =
-([3+2cosx \/§

8) Asagidaki esitliklerde ¢ >0 sayisini bulunuz.
a) jx(l—x)dx =0
0
b) Hx(l—x)‘dx =0
0
9) Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

I n n n n \ r«
a) lim| —+——+——++— =—
mme\n”+1 n"+4 n"+9 n+n) 4

b) lim 1 1 1 Jzﬁ—z

1
+ ot +
e \/n2+n \/n2+2n \/n2+n(n—1) \/nz+n2

[ 1+de+ ¥ 1. +4e
¢) lim =e—1
n—>0 n
1" +24 43"+, +n* 1
lim = A20
2 n— n A+1 ( )

d) lim Zln{nhi):zlnz—l
n—o =l n
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. Va 2
e) lim —| 1+cos—+cos—+:--+cos
n>o 2p 2n 2n 2n

f) hm’i;_ﬁ

it -k 2

2
10) J. ‘x3 —3x +2x‘ dx integralini hesaplayiniz.
0

11) j ‘cos3 x‘ dx integralini hesaplayiniz.

-
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BOLUM 3
BELIRLI INTEGRALIN UYGULAMALARI

3.1. Alan Hesaplar

3.1.1. Dik A¢il Koordinat Sistemlerinde Alan Hesabi

Belirli integralin, f fonksiyonunun grafigi ile, yani

f= {(x, y)‘ yv=f (x) , XE€E [a,b]} ile x ekseni arasinda kalan bdlgenin alanini
b
verdigini biliyoruz. j f(x)dx integrali, y=f(x) egrisi ile x ekseni ve

x=a , x=b apsisleri tarafindan sinirlanan bolgenin alanidir. Fakat ¢ogu zaman,

kapali bir egri tarafindan smirlanan bolgenin alanini hesaplamak gerekir. Ornegin bir
elipsin alanini1 bu c¢esit integral yardimiyla bulmak istersek, bu elips bolgesini, x
ekseni, ilgili apsisler ve egrinin tek anlamli dali tarafindan sinirlanan birkag alt

bolgeye ayirmak icap eder. Boylece, x”+3)°=R> ile verilen bir dairenin alanin

bulmak i¢in, bunun alt ve iist yarisin1 ayr1 ayr1 hesaplayabiliriz. Yani aradigimiz alan

R
S=2 j VR>—x* dx dir. Bu integrale ise, x=Rsin¢ kondugunda dx = Rcost dt
“r

X
ve tzArcsmE olup,

7/2
S =2R? j cos’t dif = 2R? -%:mez

2
elde edilir.

Simdi, kapali bir egri tarafindan sinirlanan alanlarin genel olarak hesabini goérelim.
Bunun i¢in 6nce bu ¢esit alanlara, kenar egrilerinin dolasim yoniine gore bir isaret
verelim: Eger kapali bir bolgenin kenar egrisi, bu bolge sol tarafta kalacak sekilde,
yani saat ibresinin hareketinin tersi yonde dolasiyorsa, bu egrinin dolasim yoniine
“pozitif dolasim yénii” ; aksi halde “negatif dolasim yénii” diyecegiz. Kenar egrisi
pozitif yonde dolasilan bir alani negatif isaretli olarak, kenar egrisi negatif yonde

dolasilan bir alani ise pozitif isaretli olarak alacagiz.
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y A

B
TRINY
1T+
L o M 5
0 a -« -
N
K
Sekil 3.1.

Sekil 3.1’de x ekseni ile egri ve ilgili apsisler arasinda kalan alanlara bakacak
olursak, abM alani negatif yonde dolasildigindan pozitif isaretli; MKN alani pozitif
yonde dolasildigindan negatif isaretli ve NLb alani negatif yonde dolasildigindan
pozitif isaretlidir.

\
\ A

0 a o b
Sekil 3.2.

Egri denkleminin parametrik olarak verilmesi halinde, kapali bir egri ile sinirlanan

bolgenin alanini hesaplamada yukarida sdyledigimiz zorluklar ortaya ¢ikmaz.
Gergekten 7 €[a, B] i¢i egrimizin denklemi x=¢(t) , y=¢(¢) olsun. Once

egrinin kapali olmadigin1 kabul edelim. x=a degerine t=a ve x=b degerine

t =/ karsilik gelsin. Boylece sinirlanan bolgenin alanin1 bulmak i¢in Sekil 3.2.°ye

b
gore, S= j f(x)dx formillinde x=¢(¢) , y=¢(t) koyarsak, alan formiilii

B
olarak S :I¢(t).¢(t) dt elde ederiz. Tabii burada biz, [a,b] arahfmna tek

anlaml bir sekilde [a, ﬂ] parametre araligi karsilik geldigini ve bu aralikta

@(t)#0 oldugunu kabul ediyoruz.
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Simdi de egrinin kapali oldugunu kabul edelim. ¢ parametresi o ’dan £ ’ya

degerler alirken egrinin bir kere dolasildigini kabul edersek, kapaliliktan dolay1
ola)=0(B) .  dla)=¢(p)

sartlar1 saglanmalidir. Egrinin kose noktalari olmadigin1 da kabul edersek, (o'(t) ve

¢'(¢) tiirevlerini meveut ve siirekli kabul edebiliriz. Bundan bagka kapali egriyi
konveks olarak diisiinelim, yani herhangi bir dogru tarafindan en fazla iki noktada
kesilsin. Egrinin dikey tegetleri oldugu noktalar, yani gb(t) ‘nin sifir oldugu noktalar
N, ve N, olsun. ¢t parametresi o ’dan [ ’ya kadar degerler aldig1 zaman

kapal1 egri belli bir yonde dolasilir. Bu yoniin Sekil 3.3.’de ok ile gosterilen yon

oldugunu kabul edelim.
y A

=A 4

Bu halde
S=[g(1).o(t)dt (3.1)

integrali ile gosterilen alan, sekilde negatif yonde dolasilan N,AN,CDN, egrisinin

siirladigl negatif alanin toplamina esittir. Yani genel olarak (3.1.) integrali, kapali
bir egrinin sinirladig: alani isaret farki ile verir.

(3.1) formiiliine kismi integralleme metodunu uygularsak

S= f(,;(t). (1) di=p().0(1) —f(p(t). #(¢)dt
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veya
s =%T[¢(t).(/}(t)—¢3(t).(p(t)] dt (3.2)

formiiliinii elde ederiz.
Burada One siirdiigiimiiz sartlarin  saglanmadigint disiiniirsek, mesela egrinin
konveks olmadigini, sonlu ¢oklukta kdse noktalart oldugunu kabul edersek,

buldugumuz bu formiil yine gecerlidir, ¢iinkii boyle bir kapali egri konveks egrilere

ayrilabilir, sonlu ¢okluktaki kdse noktalarinda ise, (/')(t) ve ¢(t) fonksiyonlarinin

sigrama seklindeki siireksizlikleri vardir; fakat bildigimiz gibi, bdyle bir fonksiyon

integrallenebilir.

ORNEK 3.1.

[0, 27r] araliginda y =sinx egrisi arasinda kalan alan1 hesaplayimiz.
Coziim: Once y =sinx egrisinin grafigini ¢izelim.

yA

0

-1

Grafikte de goriildiigii gibi, sirlanan alan [0,7] arahgnda pozitif; [7z,27]

araliginda negatiftir. Demek ki aranilan alan

2z

T . ) sinx XE[O,ﬂ']
S:Jsmx dx + Ismx dx yahut sinx = ‘
0 T —sinx, XE[7Z',272']
oldugundan
2z
S = [ Jsin x|dx
0
dir. Yani

T 2z
. . 2
S:jsmx dx — J. smxdx:—cosx|g+cosx|; =2+2=4 b’
0

T

olur.
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ORNEK 3.2.

x=R.cost , y=R.sint dairesinin alanini hesaplayiniz.

Coziim:

Burada ¢ parametresi [0,27] araligimi taramaktadir. =0 noktasiun A(R,0)

noktasi, t:% noktasina B(O,R) noktas1 karsilik geldiginden, demek ki egri

pozitif yonde dolasilmaktadir. O halde alan negatif isaretli olarak ¢ikacaktir.
Gergekten x =—R.sint oldugundan

Yy A

I
v

S=-R* j sin’t dt = -7 R*

0

bulunur. Fakat alan negatif olmayan bir biiyiikliik oldugu i¢in, boyle hallerde

ifadenin mutlak degeri alinir.

ORNEK 3.3.

a vyarigapl bir gember, x0y diizlemi i¢inde x-ekseni iizerinde yuvarlansin. Bu

takdirde ¢cember iizerindeki herhangi bir nokta adi bir sykloid (sikloid) egrisi ¢izer.

Bu egrinin denklemi
x=a(t-sint) , y=a(l-cost)

dir. Bu egrinin bir yay1 ile x -ekseni arasinda kalan alan1 hesaplayiniz.

Coziim:
Bu alan besbelli
2r 5 2r
A=d? _[ (1-cost) dt=a’ j (1+cos2 t—2c0st)dt =3ra’
0 0
olur.
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3.1.2. Kutupsal Koordinat Sistemlerinde Alan Hesabi

YAN

P

Sekil 3.4.

0

A 4

NM  egrisi kutupsal koordinatlara gére r=f(v) denklemiyle verilmis olsun.

OMN diliminin alanini hesaplamak istiyoruz. Vve [a, ﬂ] icin f (v) , pozitif ve

stirekli bir fonksiyon olsun. f—a agisin1 asagidaki sekilde pargalayalim.
a=v,<v,<v,<...<vy _,<v =f

ve gerekli yarigap vektorleri ¢izelim. Simdi

sup f(v)=M, [inf ]f(v)=ml.
ve[vH ,vi] VE| Vi1,V

diyelim. v, —v, , = Av, koyalim. Bu i-inci dilimin alan1 %M ZA, ile %miz.Avi

arasindadir. Demek ki aradigimiz OMN diliminin alanin1 S :%ZM ZAv, ile

i=1
I o . e 1] 2
S = _th‘ -Av, toplamlari arasindadir. Bunlar ise bildigimiz gibi EJ.[ f (v)] dv
i=1 a

integralinin Darboux toplamlaridir. Yani

N NS 1Y 1% 2
OMN Diliminin Alan1 = ma)l(lArV{l_)OE; M?-Av, = ma)l(lArVril_)OE; m?>-Av, = E}[[ f (v)] dv

(3.3)
dir.

ORNEK 3.4.

Leminskat egrisinin bir fiyonku tarafindan meydana getirilen alani hesap ediniz.
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Coziim:
Once Leminskat egrisini geometrik olarak tammlayalim, bunun dik agili
koordinatlara ve kutupsal koordinatlara gére denklemlerini ¢ikartalim.

Birbirlerinden 2a uzakhiginda F; ve F, gibi sabit iki noktadan uzakliklari

carpimi a ’ya esit olan noktalarin geometrik yerine bir Leminskat denir.

1°. Leminskat egrisinin dik ag1l1 koordinat sistemine gore denklemi:

y FF, dogrusunu x ekseni, FF, nin orta
P noktasin1 0 baglangi¢ noktasi olarak alalim

ve bu noktada FF, ’ye dik y eksenini

cizelim. Buna gore aranilan denklem:
/ ( 2 2 2 2 _ 4
x+a) +y' || (x—a) +)* |=a

Ae0) 0 R(@9) X
Sekil 3.5. bagintisindan
(¢ +2) ~2*(¥*=%) =0 (3.4)

olarak bulunur.

2°. Leminskat egrisinin kutupsal koordinat sistemine gore denklemi:

(3.4.) denkleminde x=r.cose , y =r.sing koyarsak,
rt=2a’r’ (0052 @—sin’ (p) =0 veya r* =2a’ cos2¢

bulunur.

3°. Leminskat egrisinin b,ir fiyonkunun bir par¢asinin sinirladigs alan:

1 /4 /4 a2 z
TR JY S
2 -z/4 ~n/4 2 4

dir. bu egriyi (Bkz. Sekil 3.6.) ilk defa Jaque Bernoulli inceledigi i¢in, buna

ekseriyetle “Bernoulli Leminskatr” denir.

74



=

2 X

Sekil 3.6.

3.1.3. Egri Denkleminin Parametrik Olarak Verilmesi Halinde Alan Hesabi

Parametrik denklemi, g tiirevlenebilir ve /4 siirekli olmak {izere,
x=g(1)
y=h(t)
olan bir C egrisi, x=a ve x=»b dogrulariile x-ekseni tarafindan sinirlanan A

alanini hesaplamak i¢in

b b

A= [|f (x) e = [yl

integralini ¢ cinsinden ifade etmek gerekir. y=~h(r), dx=g'(¢)d:t dir. ¢ nin a

ve b ’ye karsilik gelen degerlerine f, ve t, dersek,

Aziﬁh(l)‘.g'(t)dt

olur.

ORNEK 3.5.
X =a.cost
y=b.sint

parametrik denklemleriyle verilen elipsin (elips tarafindan ¢evrelenen bolgenin)
alanini bulunuz.
Coziim:

Once elipsin dortte bir parcasinin alanini bulalim.
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C o

X=a i¢in =

olacagindan

0 i
A:4I b|sint|(—a.sint)dz —4ab J’ ﬂ

7/2 0

dt =rab br’

bulunur.

3.1.4. COZULMUS PROBLEMLER

1) Birinci dértte birde x>+ y* =3a” dairesinin i¢ kisminda bulunan ve y°* = 2ax,

x’ =2ay, (a > O) parabolleri ile sinirlanan bolgenin alanini bulunuz.

Coziim:
x*=2ay
y/\ },-'2:2ax
M
1
|
al-#A=-t-XN
i 1
1 1
1
1 ] >,
0 a/aﬁ ;
a2

Yukaridaki grafikte boyali olan OMNO alanini hesap edecegiz. Besbelli bu alan

S:I( 2ax——]dx+ | [m_;_z]dx

a
I 1
a 3 2
1, = J‘(\/Exl/z —szjdx =@a3/2 -4 =a—(4\/§—1)
7 2a 3 6a 6
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a2

a«/i xZ 3 2 x3
1, = I N3ad —xP - |dx= —Arcsm——i——\/3a —xP-=

2a a\/_ 6a .

3, .2 1 2
:Ea (Arcsm\/; Arcsm\/_j \/—_T_?(Z\/_ )

S=a’ éArcsinl+£
2 3 3

2) Birinci dortte birde bulunan y* =4x, x*=4y ve x’+y° =5 egrileri ile

elde edilir.

sinirlanan bolgenin alanini hesaplayiniz.

Coziim:
Once sekli gizelim ve dairenin, parabol kollarmi kestigi noktalarm koordinatlarini

bulalim.

[UNPR R Y ——

x*+4x=5 denkleminden, daire ile y”> =4x paraboliiniin kesim noktasmnin

koordinatlari olarak x=1, y=2;

¥ +4y=5 denklemi yardimiyla ise daire ile x> =4y paraboliiniin kesim
noktasinin koordinatlart olarak x=2, y=1 bulunur. Su halde aranilan alan,

paraboller x =4 noktasinda kesistiklerinden
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2

A:I(Z[—%Z]dx—i(2f—§}dx—j{m—%)dx
frgl 4
=%—j\/ﬁdx

LS 3
—.[\/S—xzdx+ic—2
0 1

2
1

2
olup simdi /= j J5-x? dx integralinde x=+/5sin¢ koyalm. dx=+/5cos? dt
1

olup buradan,

I=\/§j\/1—sin2t-x/g-costdt:SJ-cosztdt =§J-(1+cos2t)dt

5 5 5 x5 x x°

=—t+—cos2t=—Arcsin—=+——=,[1-—

2 4 2 J5 245 5
oldugundan

2
I:I\IS—xz dxz(%Arcsini+§ 5—x2j

1 V5 V5 V5

2
= E[Arc sini — Aresin Lj
| 2

olup burada

Arcsina — Aresin f = Arcsin(oz\/l—,b’2 —ﬂ\/l—at2 )
formiiliinden faydalanirsak

Are sini — Are sinL = Arc sinE

N5 5

olup alan hesabinin sonucunun

A:E—éArcsinE
3 2 5

oldugu goriiliir.

3) y=x+1, y=cosx ve Ox-ekseni tarafindan sinirlanan alani bulunuz.
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0 /2 2 0 Y
A '[(x+l)dx '[cosxdx [—+xj +sinx|/
% 0 y 1
=—(1—1j+1=E br’
2
1 0 % X

2 2
4) x—2 + ;;—2 =1 elipsinin birinci dortte birde OD = x apsisi lizerinde bulunan
a

ODNB bdélgesinin alanini bulunuz.

Coziim:
2 y /N

y=>b l—x—2 oldugundan aranilan alan
a

A= bi/l——dt —J.\/a —¢* dt B——_ N
0

A=—Arcs1n +— \;\
2

a 2 0 D A z

dir.

5) y=x’ egrisi ile x=—1, x=1 dogrular1 ve x-ekseni tarafindan sinirlanan

diizlemsel bolgenin alanini hesaplayiniz.

Coziim:
x>0 = x>0

x<0 = x*<0
dir. O halde

4|0 4!

_ i

A=j.‘x3‘dx+jx3 dx:—j.xz’ dx+j.x3 di=_2
-1 0 21 0 4

X
+—
L, 4

0

bulunur.
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6) y=Inx egrisi, y=0, y=1 dogrulart ve y-ekseni tarafindan sinirlanan
bolgenin alanini hesaplayiniz.
Coziim:

y=lnx = x=¢€

Azj‘ey‘dyzje)’ dyze""; =e'—e"=e—1 br’
0 0

A\

0 /1
1 .. . .

7) y=— egrsi x=1 ve x=t (¢>1) dogrularu ile Ox-ckseni tarafindan
X

sinirlanan alani hesap ediniz.

Coziim:

A=A(1)=]

dx:j@=1n|x|[:1nz br?
X

1
X

8) y=x" egrisiile y=x dogrusu tarafindan sinirlanan bdlgenin alanini bulunuz.

Coziim:

4= [ == (e [ ()= =

-1
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UYARI:

Alanlarin simetrik olusundan yararlanarak, s0z konusu alan

1
A= 2'[(x -x ) dx=2 i = 1 br® seklinde de hesaplanabilir.

0

\S}

9) y=x" parabolii, bu parabole (1,1) noktasindan ¢izilen teget dogru ve y -ekseni

tarafindan sinirlanan bolgenin alanini hesaplayiniz.
Coziim:
Once y=x’ egrisine (1L1) noktasindan
cizilen teget dogrunun denklemini buluruz.
y=3"=f"(x)(x-x) y
formiiliinden
y-1=2.1(x-1) o

bulunur. Su halde problem y=x" parabolii,

y=2x—1 dogrusu, x=0 ve x=1 dogrulan = 1
tarafindan smirlanan  bolgenin alanin1  bulmaya
indirgenir. Yandaki grafige gore

1

A:.Hx2 —(2x—1)‘dx:j.(x2 —2x+1)dx

0 0
3
:(X——x2 +xJ
3

10) r=a (1 + cos a) kardioidi tarafindan sinirlanan bdlgenin alanini hesaplayiniz.

1

_! br?
3

0

Coziim:

Evvela bulunmasi istenen alan1 grafikle ¥
gosterelim. Yandaki grafige gore,

A=2%£r2 doc=.|’az(1+cosoz)2 da

0 Y

2a 7
(1+20050¢+cos20¢)d0{=§7m2 br? J
2 .

A=a’

O )

olur.
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11) =2 c¢emberinin disinda, r = 2(1 +cos (0) kardioidinin i¢inde kalan bolgenin

alanini hesaplayiniz.

Coziim:

Yandaki grafige gore tarali alan {—%,%} araligindadir.

Bu aralikta

2(1+cosp)>2
oldugundan
1 /2 1 /2
A=— J ‘4—4(1+c05(p)2‘d(p:— .[ (4(1+005(p)2—4)d(p
2—71'/2 2—71'/2

7/ 7/
A=2 J.z (2cos¢)+cos2 (p)d(p=4 f(2cos¢+cos2 go)dgo
0

-/2

A=7+8 br’

dir.

AL
N

12) y=2+x—x" egrisiile Ox-ekseni tarafindan sinirlanan alan1 hesaplaymiz.

Coziim:
Yandaki sekle gore, d
2 x2 x3 2
A= I(2+x—x2)dx = 2x+———
’ 2 3,
9

A== br’

e
b=
o

9 1
olur.

[SIC - — - - — - - = =
e
=]

13) y=4x—x" egrisiile Ox -ekseni arasinda kalan alan kag birim karedir?

Coziim:

3

(4x—x2)dx=(2x—%]

A=

O e
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14) y=sinx egrisi ile x=0 ve x=2 dogrulari ve Ox-ekseni tarafindan

sinirlanan boélgenin alanini bulunuz.
Coziim:
Yine her zaman yaptigimiz gibi, 6nce
grafigini ¢izelim.
A=S5+5,
dir. Fakat S, negatif kisimda oldugundan

.}’
integralin oniine (—) isareti konulmalidir. Aksi

takdirde S, ve S, esit olduklarindan toplam 1
sifir olur. O halde

I

[}

:
0 T & 2
A= +I sin x dx+j —sinx)dx 2 Uv
N . .

A= ]Z-smxdx—fsinxdx
0

s

A=4 br’
olur.

2
X

15) y= e ile y= g +2  dogrusu tarafindan sinirlanan bdlgenin alanini

hesaplayiniz.
Coziim:

Egri ile dogrunun kesisim noktalarini

bulup grafigini ¢izelim. y
¥ X, i
—=42 = ¥ -2x-8=0 = x=2,x=4 !
4 2 * % i
4 X x? x ! : :
a=| —+2—— de=|Z42x-| =9 b 4 20 z
S5\ 2 4 12

-2

olur.
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16) y=x" egrisiile y=x" egrileri arasinda kalan alan1 hesap ediniz.

Coziim:

RN S -

2 2
17) y= x? ve y=4 —% parabolleri ile sinirlanan bdlgenin alanin1 hesaplayimniz.

Coziim:
2 2 x. =—2 Y
X4 2 = x’=4 =
3 x,=2

|

]

o

o |l-=-=--

\ ¥
18) y=4 —|x| egrisi, x—ekseni ve x=-2, x=2 dogrulan tarafindan sinirlanan

bolgenin alanini hesap ediniz.
Coziim:

_4_| |_ 4-x ,x20 Y
r= M= 4+x ,x<0

0 2
A= [(4+x)de+[(4-x)dx=12 br’
0

-2

4 -2
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3.1.5. COZULECEK PROBLEMLER
1) y=x(x—1)(x—2) egrisi ile Ox—eckseni tarafindan sinirlanan bdlgenin alanm
bulunuz.

2) y* =2x egrisiile x—y=4 dogrusunun sinirladigi alan hesaplaymiz.
3) y= Jx , y=x—-2 ve x=0 arasinda kalan bolgenin alanin1 bulunuz.

4) y* =2x ve x> =2y arasinda kalan alan1 hesap ediniz.
. . /4 Sz .
5) y=sinx , y=cosx egrileri ile x= 1 ve x= e dogrulan tarafindan

siirlanan bolgenin alanini bulunuz.

6) y=x"—x egrisiile bu egriye x=—1 apsisli noktada teget olan dogru arasinda
kalan bolgenin alanini bulunuz.

7) y=6x—x" egrisiile y+x+1=0, x=1, x=3 dogrulan tarafindan sinirlanan
bolgenin alanini bulunuz.

8) 3x+5y—-23=0 , 5x—-2y—-28=0 ve 2x-7y+26=0 dogrulan tarafindan
sinirlanan boélgenin alanini hesaplayiniz.

9) y=e* , y=e" egrileriile x=1 dogrusu tarafindan sinirlanan bolgenin alanin
hesaplayiniz.

10) Birinci dértte birde bulunan ve y° =4x parabolii ile y=x-1 ve x=1
dogrular tarafindan sinirlanan bdlgenin alanini hesaplayiniz.

11) y= Jxo, y= 2Jx ve y=x egrileri arasinda kalan bdlgenin alanini bulunuz.

3.2. Yay Uzunlugunun Hesabi

3.2.1. Kartezyen Koordinat Sisteminde Yay Uzunlugunun Hesabi

y=f (x) esitligi ile verilen tiirevli f fonksiyonunu goz Oniine alalim. Bu egrinin
x,=a ve x,=>b apsisli noktalar1 arasinda bulunan par¢asinin uzunlugunu bulmak

istiyoruz.
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I
I
:
!
0 a x X+ Ax b X

Sekil 3.7.

—_

Ax kiigiik alindiginda AB yaymin As uzunlugu ile [AB] dogru parcasinin

uzunlugu yaklasik olarak esittir. Buna gore,
A 2
As = \(Ax) +(Ay) = IJ{E)}] Ax

yazilabilir. Her iki taraf Ax ile boliiniir ve Ax — 0 i¢in limit alinirsa,

S':w/1+(y')2

bulunur. Diferansiyel ve integral hesabin temel teoremi geregince
b
S = jﬂl-i‘(y’)z dx

bulunur.

ORNEK 3.6.
R yarigapli bir gemberin ¢evre uzunlugunu hesap ediniz.
Coziim:
R yarigapli x*+y>=R> ¢emberini goz y
Ontine alalim. Yandaki grafikten de goriildiigii gibi B

¢emberine ¢evresi AB yayimnin dort katina esittir.
Buna gore

olacaktir.
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¥+’ =R = 2x+2y)y' =0

y=-2 = y=-—1o=
y R —x’

R

2
S=4I‘/1+ =
0 R —x

R
dx
dx =4R| ——
2 .([ /Rz_xz
R

S=4R.Arcsin| =2zR br

0
olur.

ORNEK 3.7.

¥4 y2/3 — g

astroid egrisinin ¢evre uzunlugunu hesap ediniz

Coziim
b -1/3 x—1/3 &
-1/3 “ =13 .1 r_ a
3 x4+ 3 y7y=0 =y = (a2/3 _ )3/2
a a 2/3 a 2/3 2/3
+ —-a
S=4[\1+(y') dx=4[ 1+ — dx:4j,/%dx
0 0 0 *
a [ 23 a 3 u
S=4[ | Srdv=4a" [x dy=4a" 25| =6a br
o VX 0 2 "

3.2.2. Kutupsal Koordinatlarda Yay Uzunlugunun Hesabi
Kartezyen koordinatlarda  y = f(x) denklemi

ile verilen egrinin yay
diferansiyelinin

dx = 1+(y')2 dx
oldugunu biliyoruz.

dy

y_d_dv do_dp

2 2
= ds= 1+(y’)2 dx = x + 2 -do
dc do dx dx do do
do

dir. Diger taraftan

, . dy
—=7.COS@—r.SInQ ve
do

rl.sing+r.cos@
de
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oldugundan

(3w

dir. Buna gore, yay diferansiyeli

ds =1’ +(r')2 do

olur. O halde, egri tizerinde noktalarin1 birlestiren yaymn

S:T,/rz +(r')2 do dir.

a

ORNEK 3.8.

R yarigapli bir gemberin ¢evre uzunlugunu hesaplayiniz.

Coziim:

R yaricapli cemberin kutupsal denklemi » =R oldugundan
27 27
S=[JR*+0dp=[Rdp=Re| =27R
0 0

dir.

ORNEK 3.9.

uzunlugu

r=a (1 +cos (o) kardioidinin ¢, =0 ve ¢, = % dogrular1 arasinda kalan parcanin

uzunlugunu bulunuz.

Coziim:

ME
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r =a2(1+cos¢))2:a2(1+2005(p+cosz¢>) = r'=a(-sing) = (r')zzaz.sinz(p

oldugundan

7/3 z/3

S= J.\/ 1+200sgp+cos g0)+a sin’ ¢ do = I\/ 2(1+2cosg0+cosz(p+sin2(0) do

j,/ 1+cosqo dp= af_[\/1+cos dop= a\/7I1/1+2c0s2(p lde
0

/3

=2a br

3
S=2a J.

0

cosg‘ do= 4a.sin?
2 0

ORNEK 3.10.

=2 (1 —Cos (p) kardioidinin 7 =-6cos¢ dairesi icinde kala parcasinin yaymin

uzunlugunu hesap ediniz.

Coziim:

Once bu iki egrinin kesisim noktalarmi bulalim.

2

ey

2(1-cosp)=—6.cosp = cosp == N i
=3

olur. Bu acilara karsilik gelen uzunluk »=3 ’diir. O halde kesisim noktalar

(3 2?”) ve B(3,4?ﬂj noktalaridir. Diger taraftan

2
r +(r')2 = 4(1+cos2 (p—2COS(p)+4sin2 ¢ =8(1-cosp)= (4.sin§j

oldugundan
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47/3 T
. @ . @ T
S= 1| 4-sin=dp=8 | sin=—dp=16-cos—=8 br
J 2 49 ] 2 4 3

27/3 27/3

olur.

3.2.3. Egri Denkleminin Parametrik Olarak Verilmesi Halinde Yay
Uzunlugunun Hesabi

Parametrik denklemi
{x =2(?)
y=h (t)
olan bir C egrisinin lizerindeki herhangi iki noktanin parametreleri # ve ¢, olsun.
Bu iki noktay1 birlestiren egri parcasinin uzunlugunu bulmak istiyoruz.

-]

At At

oldugundan C egrisinin yay diferansiyeli

ds = \/{%)2 +(%j cdt=)(x') +(»') dt

S =]2-w/(x')2 +(y')2 dt

olur. Dolayistyla

dir.

ORNEK 3.11.
X=a.cos’ t
y=a.sin’ ¢t

denklemi ile tanimlanan hiposikloid (astroid)’in ¢evre uzunlugunu hesaplayiniz.
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Coziim:
x'=—3a.cos’ t.sint

¥’ =3a.sin’ t.cost
oldugundan
(x’)2 + (y')2 =9a”.sin’t.cos’ t
dir. O halde
72 /2
S=4 _[ 3a.|sint.cost|dt =12a J‘ sint.cost dt
0

0

{
=

. 7/2
S =6aq.sin’ t‘o =6a br’

neticesi elde edilir.

3.2.4. COZULMUS PROBLEMLER

) f= {(x, y) ‘ y= log(sin x) ,X€E {%,%}} fonksiyonunun grafiginin uzunlugunu

bulunuz.
Coziim: y,209sx
sin x
cos X 7 O\ Vs
dx —J. =log| tan— =—log| tan— :log(\/i+l)
ﬁ/4 s1n X /4s1nx 2 " 8

2) f= {(x, ) ‘x = %( y+ 2)3/2 ,yel2, 7]} fonksiyonunun grafiginin uzunlugunu

bulunuz.
Coziim:

[c,d] araliginda taniml xz(p( y) fonksiyonu i¢inde, ¢’ tiirevi [c,d] araliginda

2
stirekli olmak sart1 ile, yay uzunlugu S = J. 1+(Z: J dy formiilii ile hesap
%

edileceginden,
= i(97\/97 -52452)
54

bulunur.
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3) Parametrik denklemi

x=2(1—-cost)
y=2sint
te[O,27z]

olan egrinin uzunlugunu bulunuz.
Coziim:

P2
Bunun i¢in S = J. (x')2 +( y’)2 dt formiiliinii kullanalim.

[}

2

S = I 24/sin*t+cos’t dt = 2t|§” =47 br

0

dir.

4) Denklemi y* =16x olan paraboliin x=0 ile x=4 dogrular arasinda bulunan
yayin uzunlugunu bulunuz.
Coziim:
Y =16x = y= 4x
olup y' tiirevi [0,4] araliginda siirekli olmadigindan egrinin denklemini
parametrik olarak
x=t* , y=4 , te€[0,2]

seklinde yazabiliriz. Buradan
2 2
S = [N +16 dr =2[ 7" +4 a’t=4(\/§+log(l+\/5))
0 0
olup aranilan uzunluk bunun iki katidir, yani

2s :8[\/§+log(1+\/§)} br

dir.

5) y* =x’ semikiibik paraboliiniin x=0 ile x=4 dogrular arasindaki yaym

uzunlugunu bulunuz.
Coziim:

Egrinin parametrik denklemi
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oldugundan

N ANE vy 17 2 /
Szj.; IJ{?WJdt:-([ IJ{E] tdt:5£x/9t+4dt:E(9t+4)32

8
{Eﬂwﬁﬁq)

0
sonucu elde edilir.

3.2.5. COZULECEK PROBLEMLER

1) Parametrik denklemi
x=3t
y=3r

IG[O,\/g]

olan egrinin uzunlugunu hesap ediniz.

2) Parametrik gosterimi

x=¢'.sint
y=e’.cost
te[O,Z]

olan egrinin uzunlugunu bulunuz.

3) y= 2x paraboliinin x=0 ve x=1 arasindaki yay uzunlugunu bulunuz.
1, 1 - . <
4) x= 2 y —Elog y egrisinin y=1 ve y=e arasindaki yay uzunlugunu hesap

ediniz.
5) y=logx egrisinin x= V3 ile x=+/8 arasmdaki yayin uzunlugunu bulunuz.
6) y=e¢" egrisinin (0,1) noktasiile (1,e¢) noktas: arasindaki yay uzunlugunu

hesaplayiniz.

7) Parametrik denklemi
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x=a(2cost—cos2t)
y=a(2sint—sin2t)
1e[0,27]

olan egrinin uzunlugu kag br.’dir?
8) y= %(x2 + 2)3/2 egrisinin x=0 ve x=3 dogrulan arasindaki yayin
uzunlugunu hesaplayiniz.
9) y= (4 —x? )3/2 egrisinin x=0 ve x=8 dogrular arasindaki yayin uzunlugu
kag br.’dir?

2 3/2 1 1/2 o o e e -~
10) y = Ex - Ex egrisinin x=1 ve x=4 dogrular1 arasinda kalan yayin
uzunlugu kag br.’dir?

11) r=4cos¢ egrisinin @€ [O, 7z] arasindaki yay uzunlugunu hesaplayiniz.

12) r =sin’ % egrisinin 0<¢ <37 araligindaki yay uzunlugunu hesaplayiniz.

13) r= egrisinin @ € [—%,%} araligindaki yay uzunlugunu hesaplayiniz.

Cos @

14) r =a.e” logaritmik spiralinin » =2a ¢emberi i¢inde kalan pargasinin

uzunlugunu hesaplayiniz.

3.3. Kiris Uzunlugunun Egri Par¢asina Orani

y' tiirevi siirekli olan bir y = f(x) egrisi diisiinelim. Bu egri iizerinde bir kirig
uzunlugunun buna karsilik gelen egri parcasi uzunluguna oraninin, egri pargasi
uzunlugu sifira yaklastigi zaman, limitini arayalim.

AX[ =X, —X,_,, Ayl =Y, — Vi, olmak bY% Y= f(x)
lizere,

AB kirisinin uzunlugu = \/ (Ax) +(Ay,)

ACB egri pargasinin uzunlugu =

T‘/H(f’)z dx
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dir. Bu ise integral hesabinin birinci ortalama deger teoremi geregince

| S+ de=an 1+[ (T Ee(x)
dir. Su halde aranilan oran1 A4 ile gosterirsek

Bl Ax 1+ £ (2)] »
A0 § Ax;—0 Ax, 1+[f,(§)]2

fe[xl._l,xl.] ve xe[xl._l,xl.] olur. Ciinkii /" stirekli bir fonksiyon olarak

alimmustir.

3.4. Hacim Hesaplan
3.4.1. Kesit Metodu
Bir B cismi ile bir L dogrusu verilmis olsun. Dogru tlizerinde bir 0 baglangi¢ nokats1

alalim (Bkz. $ekil 3.9.). L dogrusunu t noktasinda dik kesen diizleme D, ; D, ile B
cisminin arakesitinin alanmi A(7) ile gosterelim.
A:t— A(t) fonksiyonunun [a,b] araliginda integrallenebilir oldugunu kabul

edelim.

t+h 23 5

[e=X ]

Sekil 3.9.

Sekil 3.10.

Bcismi, a<b olmakiizere, D, ile D, diizlemleri arasinda bulunsun. D, ile D,
diizlemleri arasinda kalan cismin hacmini V(t) ile gosterirsek
V(a)=0 ve V(b)=V

yani istenen tiim hacimdir.
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V(t+h)-V(t) farki, yaklagik olarak, yiiksekligi /%, taban alam A(¢) olan dik

silindirin hacmine esit olur. Su halde
V(t+h)-V(t)=h.A(r)
buradan da

V(t+h)-V (1)
h

= A(t)

yazilabilir. Buna gore
Vi(e)=4(1)

yazilabilir. Integral hesabinin temel teoreminden

v (x)=[A(c)ar
elde edilir. ¥ (b)=V oldugundan
b
v=[a(r)ar

bulunur.

Yukaridaki incelemelerden su gercek elde edilmektedir: “Eger iki cismin bir dogruya

dik olan diizelemler ile elde edilen kesitleri esit alan sahip iseler, bu iki cisim esit

hacimlidir.” Bu gercek Cavalieri Prensibi olarak bilinmektedir.

ORNEK 3.12.

Bir cismin tabani, yarigapt 2 cm olan bir dairedir. Cismin tabana dik diizlemler ile

arakesiti karelerdir. Bu cismin hacmini bulunuz.
Coziim:

Cemberin merkezinden gecen dogruyu L
olarak alalim. Cemberin merkezinden ¢ kadar

uzaktaki kenar uzunluguna s dersek,

e

2
z%(%) 4 = S =16-4

olur.
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Kesitin alani

A(r)=16-41
olacagindan
. f 128
V=jA(t)alt=I(16—4t2)a’t=T br®
-2 -2
bulunur.
ORNEK 3.13.

Bir cismin Ox -eksenine dik diizlemler ile arakesiti, uzun ekseni kisa ekseninin iki

katian esit olan bir elipstir. Bir cisim x0y diizlemine paralel kesildiginde elde

edilen en genis kesitin {ist siir1 _1 x?—1 parabolidiir. Bu cismin uzunlugunun
3

3 br oldugu bilindigine gore, hacmi nedir?

Coziim:

Eksen uzunluklar1 2a ve 2b olan elipsin alani

mab’dir. )
y="x"+1
Buna gore Ox -eksenine gore x apsisli noktadan 3
cizilen dik diizlemin cisim ile arakesiti olan elipsin
eksen uzunluklari 2 ve y ’dir. Buna gore
HA
) 2 1 E Ill
y T 2 T X : ]
A(x):ﬂy—:—y :—(—+1J b
2 2 203 0 3, =
dir. Su halde I
: s 36 ,
V :J.A(x)dx:.[— —+1|dx=—n br
0 0 3
olur.
ORNEK 3.14.

Tepe noktasinin taban diizlemine olan uzakligt H  br. olan bir dairesel koni
veriliyor. Taban jyarigapt » olduguna gore bu koninin hacmini hesaplayiniz.

Coziim:
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P tepe noktasindan taban diizlemine
indirilen dikmeye L diyelim. Tabandan
t kadar yiikseklikten L ’ye dik c¢izilen

diizlemin koni ile arakesiti yine bir

dairedir. Dairenin yaricapina m dersek,

benzer liggenlerden

m H-t (
—=— = m=r
r H
olur. Boylece kesitin alani
A(t)=zm’ =

ve dolayisiyla koninin hacmi
H 2
V= j;rrz (l—i) dt = l7rr2H br’
0 H 3

olur. Su halde bir koninin hacmi, tabani ile yiiksekliginin ¢arpiminin iigte birine
esittir.

Donel cisimlerin hacimlerini hesaplamada belli basli iki metot vardir:
a) Disk Metodu,
b) Kabuk Metodu.

Simdi bu metotlar1 verelim. [a,b] araliginda  f  fonksiyonu pozitif ve

integralenebilir olsun.

3.4.1.a. Disk Metodu

[a,b] araligm a=x,<x <x,<..<x,_ <x,=b noktalari yardimiyla n pargaya
bolelim. Her bir [x,_,,x,] arah@inda & noktasi segelim. Yarigaplart f(&,) ,

yiikseklikleri Ax, olan disklerin (silindirlerin) hacimleri toplami, yaklasik olarak,

donel cismin hacmine esittir.
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Doénel Cismin Hacmi Doénel Hacimlerin Toplanm
Sekil 3.11.

Parcalanma ne kadar ince olursa yaklasim o kadar i¢i olur. O halde
V=1lim > 7.f*(£).Ax,
[r]>053
yazabiliriz. f integrallenebilir oldugundan f~ de integrallenebilir. Su halde sag

taraftaki limit 7 f° fonksiyonunun [a,b] araligindaki integralidir. Buna gore

havim formila

V:ﬂjfz(x)dx

a

olur.

yv=f (x) egrisi x=a , x=b ve y=k dogrular tarafindan sinirlanan diizlemsel
bolge y =k dogrusunun bir tarafinda kalsin. Bu bolge y =k dogrusu etrafinda
dondiiriiliirse meydana gelen donel cismin hacmi, y=f (x) —k egrisinin

Ox—ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen cismin hacmine esit

olacagindan
V= ﬂj‘f(x)—k‘z dx

olur.
Benzer sekilde, x=g(y) egrisi, y=c ve y=d dogrulariile 0y—ekseni

etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen cismin hacmi
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olur.

¥ /N
E. y=f(x)
E\_/\/\:F
N/C
D} i
; y=g(x) i
) A B x
Sekil 3.12.

Sekil 3.12.°ye gore [a,b] arah@inda 0<g(x)< f(x) olsun. y=f(x), y=g(x)

egrileri x=a ve x=»b dogrulan tarafindan sinirlanan diizlemsel bdlgenin

Ox — ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen cismin hacmi
b
V= ﬂj[fz ()c)—g2 (x)]dx

olacaktir. Bu ABFE bolgesinin elde edilen hacimden ABCD bdlgesinin
dondiiriilmesiyle elde edilen hacmin ¢ikarilmasindan; yani fakindan bagka bir sey

degildir. Buradan
b b
V= ﬂj[fz (x)—g2 (x)]dx = ﬂ_[fz (x)dx—ﬂj‘g2 (x)dx
dir.
ORNEK 3.15.

y=15x>+1 parabolii, x=-1, x=1 dogrular ile 0x— ekseni etrafinda tarafindan

sinirlanan diizlemsel bolgenin Ox — ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen

donel cismin hacmini bulunuz.
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Coziim:

p p 2 y=15x*+1
V:ﬂJ.fz(x)dxzﬁ.[(ISXZH) dx ;
-1 -1 | Yy :
sznj(lsxz +1)2 dx:27zj.(225x4 +30x" +1)dx =112
0 0 : :
olacaktir. i i
T 0 1

ORNEK 3.16.

0<a<b olsun. Merkezi (O,b) noktasinda bulunan a yarigapli bir cember

tarafindan sinirlanan bolgenin 0x — ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen
donel cismin (torun) hacmini bulunuz.
Coziim:

Verilen cemberin denklemi:
X+ (y —b)2 =q° dir. Bu esitlikten y

cekilirse

v =f(x)=b+Va’—x* ’ y=s(x)
V, zg()c)zb—\/a2 —x’

bulunur. S6z konusu bdlge grafikle yanda
gosterilmistir. Buna gore istenen hacim

V=7Z']l.|:(b+\/a2 —x* )2—(b—\/a2—x2 )2}dx
V=4ﬂbI\/a2—x2 a’)c=87rbj‘\/cz2 —x* dx
—a 0

V=27x%* br’
olur.

y=g(x)

=V

Sekil 3.13.

3.4.1.b. Kabuk Metodu

yv=f (x) , Y= g(x) egrileri x=a ve x=b dogrulan tarafindan sinirlanan

bolgenin 0y -ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel cismin hacmini

bulalim. (Bkz. Sekil 3.13)
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[a,b] araligmin bir pargalanmasi P ={x,,x,x,,....x,,x,} olsun. Her bir

[x._.x] arahgmda ¢ segelim. Boyu ‘f(fk)—g(cfk) , eni Ax, olan

dikdortgenin Oy -ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen silindirik

tabakanin hacmi

,
0la Xpq ifk X :b £S
T L
Sekil 3.14.

xk l+xk

AV, =|nx; —ﬂx,f_l‘.‘f(@)—g(@ )‘ = ‘f (&)- Sgk)‘

olur. Istenen V hacmi, yaklasik olarak, bu AV, hacimlerinin toplamina esittir. Buna
gore

xk 1+Xk

V= 27[2

olur. Parcalanma ne kadar ince alinirsa yaklasiklik o kadar iyi olur. [[P]]—)O

£ (&)-g(&)-Ax

X+

yapilirsa, Y o &, olacagindan

V= lim 27z2|§k| £ (£)-g(&)|-Ax

[P]—0

bulunur. Eger f —g integrallenebilir ise sag taraftaki limit

27ri.‘x.[f(x)—g(x)]‘ dx

integraline esit olacagindan

V= ZEE‘X.[f(x) —g(x):” dx
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bulunur.

Benzer olarak x=u(y), x=v(y) egrileri, y=c ve y=d dogrular tarafindan

sinirlanan diizlemsel bolgenin Ox -ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen

donel cismin hacmi
d
V= 27z'”y.[u(y) —v(y)]‘ dy
olur.
ORNEK 3.17.

=x* ile y*=x parabolleri tarafindan sinirlanan bolgenin 0y -ekseni etrafinda
y y p g y

dondiiriilmesiyle meydana gelen donel cismin hacmini bulunuz.

Coziim:
Ustteki egrinin denklemi: y =+/x YN L
Alttaki egrinin denklemi: y = x’ |
oldugundan
1 1 1 —
V=27zjx‘x/;—x2 dx=27zj(x3/2—x3)dx=3—” l rer
o o 10 !
bulunur. 0 1

ORNEK 3.18.

y=2x-x> parabolii ile Ox-ekseni ve© x=1 ve x=2 dogrular tarafindan
sinirlanan diizlem parcasinin Oy -ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen
donel cismin hacmini bulunuz.

Coziim:

11 v/

V:27Zj‘x‘2x—x2‘dx:2ﬂj‘(2x2 —x3)dx:Z7z br’
1 1
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3.4.2. COZULMUS PROBLEMLER
1) y=x*, x=0 , x=2 , y=0 arasinda kalan bdlgenin Ox -ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle meydana gelen cismin hacmini bulunuz.
Coziim:

2
V:ﬁi.yzdxzﬁ.zx“dx:zr-%s =%7z br’ Y

0

2) Birinci dortte birde y°*=x, y=0, x=1 ve x=4 fonksiyonlarinn grafikleri

tarafindan sinirlanan bolge x ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Meydana gelen donel
cismin hacmini bulunuz.

Coziim:

4 ) 4 15 \
V=ﬂjy dx=ﬂjxdx=?ﬂ br
1 1

3) 3x+2y=12 , x=0, y=0 fonksiyonlarinin grafikleri ile sinirlanan alan

a) x ekseni etrafinda,

b) ¥ ekseni etrafinda,

dondiiriilityor. Meydana gelen donel cisimlerin hacimlerini integral yardimiyla
hesaplayiniz.

Coziim:
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a) i
3 o3y -

y=6—-——x = \/1:”_[(6__)6) dx=487 b N
2 0 2 R

4) y=x’, y=0 ve x=2 fonksiyonlarmin grafikleri tarafindan sinirlanan bolge
y ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Meydana gelen donel cismin hacmini bulunuz.
Coziim:

_ p 2d _ ‘ 2/3d _% b3 :,
V—7r.|.x y—ﬁjy y—57r r P
0 0 3

5) y=6x—x" ve y=0 fonksiyonlarinin grafikleri tarafindan sinirlanan bdlge 0y -

ekseni etrafinda dondiirtiliiyor. Bu donel cismin hacmini hesaplayiniz.
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Coziim:

y=6x—x" fonksiyonunun grafigini ¢izelim. Aramlan
bolge y ekseni etrafinda dondiiriileceginden, dolayi, bize
verilen bagintidan x ’i gekmeliyiz. O halde

¥ —6x+y=0 = x=3F.9-y

X =3+,9-y , x,=3-49-y»

yazilabileceginden, s6z konusu bolgenin y ekseni

etrafinda dondiiriilmesinden meydana gelen cismin hacmi

= af[ 653 f -5 |y =124 {55 -

dir.

6) y= (x - 1)3 fonksiyonunun grafigi ile y=0, x=-1 ve x=2 dogrularn
tarafindan sinirlanan bolge x ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Meydana gelen cismin
hacmini bulunuz.

Coziim:

14 =7rj.y2 dx=7rj.[(x—l)3]Z dngﬁ br’
-1 -1

7) Kosegenlerinin koordinatlari  A(1,2), B(4,5),C(9,0) olan bir iiggen x ekseni

etrafinda dondiiriiliiyor. Meydana gelen donel cismin hacmini bulunuz.
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Coziim:

[AB]’nin denklemi: y=x+1
[BC]'nin denklemi: y=-x+9
9

[CA]’nin denklemi: y = _rL 7
4 4

dir. Buna gore aranilan hacim,

14 :n::[{(xﬂ)z —(—%Jr%jz} dx+7z]‘{(—x+9)2 —(—3

1

V=707 br

olur.

8) y=x> ve y=x"" parabolleri arasindaki bdlge Ox-ckseni etrafinda

dondiiriilityor. Meydana gelen donel cismin hacmini hesaplayimniz.

Coziim:
V= ﬂjyz dx = ﬁj[(xl/z )2 —(x2 )2} dx

Vzﬁi(x—x4)dx:%ﬁ br’

=

9) y=x"+2 ile y=-x"+10 fonksiyonlari ile sinirlanan bélge Ox -ekseni

etrafinda dondiiriiliiyor. Meydana gelen donel cismin hacmi kag birim kiiptiir?
Coziim:

X+2=-x"410 = 2x*’=8 = x’=4

Vel ei0f (-2

V= 2424(4 —x)dx = 48;rj(4 ~x*)dx =256z br’
0 1]
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10) y=1-x>, x=0 ve x=1 fonksiyonlar ile sinirlanan bolgenin 0y -ekseni
etrafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen donel cismin hacmini hesaplayiniz.
Coziim:

1 1 ? A
V=7r.[x2dy:ﬁJ-(l—y)afy:Z br’ g
0 0

=

11) Bir diizgiin piramidin ytiksekligi 100 cm *dir. Bu piramidin tabaninin bir
kenarmin uzunlugu 100 cm olan bir karedir. Bu piramidin her cm’ *niin agirhg1 3g
“dir. Buna gore bu piramidin agirhigi kag kg ’dir?
Coziim:

V= [Ale)de

formiili,, dizlem kesitinin alan1 bilinmesi

halinde, hacmin hesaplanabilecegini agiklar.
Ornegin, dik ve kare tabanli bir piramit

verilmis olsun ve  0Of-ekseni piramidin

tepesinden  tabana  dogru  yOnelmis

olaraksedilmis olsun. Piramidin yiiksekligi

h, tabaninin kenar uzunlugu a ise, tepeden

t uzakliginda bulunan bir diizlem ile elde

edilen kesitin k kenar uzunlugu icin yani

diizleme ait kenar uzunlugunun diizleme ait

yukseklige oranlar1 esittir. O halde

elde edilir ve

dir. Su halde
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V= TA(t)dt = Ta_z.tz dt —a_zjitz dt —a_z.ﬁh _la2h
h? s W3 3
dir. Buradan a=100cm ve h=100cm oldugundan piramidin hacmi

1000000
————— Cm

14 =%a2h =—-(100) -100 =

1
3
olur. Bu piramidin her bir ¢m’ *{iniin agirhigi 3 g olduguna gére bu piramidin

agirhigi: 1000000 g ’dir. Yani 1000 kg *dir.

12) Bir cismin tabaninin eksen uzunluklar1 10 cm ve 8 cm olan bir elipstir. Bu
cismin biiylik eksen dik diizlemlerle arakesiti yiiksekligi 6 ¢m olan birer ikizkenar

ticgendir. Bu cismin hacmini bulunuz.

Coziim:

ABC ikizkenar tiggen oldugundan |AB| = |BC|
dir. %
a=5cm , b=4cm , h=6cm ’dir. Bucismin @

taban alanzi:

h
A:ﬁab:—”.5'4:10ﬂ' sz >
2 2 | -
// b T
V=Adh=107.6=607x cm’ U ’

13) y=1-x" egrisiile x=0, x=1ve y=0 dogrulan tarafindan smnirlanan
bolgenin 0Ox -ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen donel cismin hacmini

bulunuz.

Coziim:

—_

1 1
V:ﬂ_"y2 abc:ﬁj(l—x)2 dxz%ﬂ' br’
0 0

P

=

Ny
)
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14) y=+1-x" egrisiile y=x, y=0 dogrular tarafindan sinirlanan bdlgenin
Ox — ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile olusan donel cismin hacmi kag¢ birim kiiptiir?

Coziim:

1 1
L 2 y N
14 =7rfy2 dx:ﬁf(l—xz)dx=%<2—\/§) br’
0 0

1

4

15) x.y =4 egrisiile x=1, x=4 ve y=0 dogrulan tarafindan sinirlanan

bolgenin Ox —ekseni etrafinda dondiirilmesi ile olusan donel cismin hacmini

bulunuz.
Coziim:
4 4 2 4 ¥
V= ﬂ.[yz dx = ﬁj(ij dx = ﬁjg dx=12z br’
1 1 X 1 X
0 X

2
16) y= a-> egrisi ile x+y=a dogrusu tarafindan simirlanan bdlgenin
a

0y — ekseni etrafinda dondiirtilmesi ile olusan cismin hacmini bulunuz.

Coziim:
a a a y/\
V= ﬂsz dy = ﬂj[(az —ay)—(a —y)z]dy = ﬂj(ay -
0 0 0
V :Ea3 br’ a
6
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17) y=x+x> ve y=x"—1 egrileriile x =0 dogrusu arasinda kalan bélgenin

y =1 dogrusu etrafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen cismin hacmini bulunuz.

Coziim:
V=7rj.|f(x)—k|2 dx:ﬁi[(x+x2—l)z—(x2—1 I
-1 -1
V=7ri(2x3 +3x% —2x-3)d =:37” N 1/ /. N
-1 0 1

18) y=1-x" egrisi ile y=-3 dogrusu arasinda kalan bdlgenin y =-3 dogrusu

etrafinda dondiirilmesiyle meydana gelen cismin hacmini bulunuz.

Coziim:
y=-3 = -3=1-x" = x=72 YA
p [ 512 1
4 :ﬁj[l—xz —(—3)]2 dx=27zj.(4—xz)z dx=—+r
-2 0 15 = 1
>
2 2 7
: S X
U SO 3o -
19) 2x=4-y" , 2x=y"—4 eprileri tarafindan sinirlanan bolgenin x =-3

dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmi kag¢ birim kiiptiir?
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Coziim:

4 4
V= ﬂj(x+ 3V dy = 272](x+3)2 dy
—4 0

4 ) 2 ) 2
v=2x (—y—+2+3] —(y——2+3J dy
2 2

V= 127r}(y2 —4)dy =64z b’
0

A

oy X alt —sint)
) y=a(l—cost)

Sikloidinin bir yay1 ile Ox -ekseni tarafindan sinirlanan bdlgenin Ox -ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle meydana gelen cismin hacmini bulunuz.
Coziim:

dx = a(l - cost)dt

2 27
V= ﬂjyz dx = 7z_|.az(l—cosz‘)2 .a.(1—cost)dt
0 0

2z 2z

V=’ I(l —cost) dt = ma’ I(l —cost +cos’ ¢ — cos’ t)dt
0 0

V=5z*a br

21) y=6-—x dogrusuile xy=35 egrisi tarafindan sinirlanan bolgenin 0y -ekseni

etrafinda dontidiirtilmesiyle olusan cismin hacmini

a) Disk metodu ile

b) Kabuk metodu ile
hesaplayiniz.
Coziim:
j‘ j‘ 2 (5 ’
a) V=r|x'dy=r (6—y) —(—] dy
1 1 Y
V= ﬁﬂ' br’
3
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b) V:Zﬂjy[g(y) ~h(y)]dy :2ﬂjy(6—y—§j dy

V:27rj.(6y—y2 —5) ay:%ﬁ br
1

22) xy=2 , xy =4 egrileriile x=1, x=2 dogrular arasinda kalan bolgenin Oy-

ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen cismin hacmini hesaplayiniz.

Coziim:
2 2
V:27rjyi—g dy:27zJ.2dy:47zy|12
Yy 1
V=4r br

23) Bir cismin tabam1 x>+ y> <1 dairesidir. Bu cismin  Ox-eksenine dik

diizlemlerle arakesiti karelerdir. Bu cismin hacmini bulunuz.

Coziim:
2
(§j442=1:3 k* =4-4¢ Y
Alt)=k* =4-4r /N
1 1 T - >
V:jAﬁwzj@—mﬂwyif br 0 L X
-1 -1

3.4.3. COZULECEK PROBLEMLER
1) y=x" egrisiile x=1, x=2 ve y=0 dogrular tarafindan sinirlanan bdlgenin
Ox -ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel cismin hacmini bulunuz.

2) y =+/x egrisi ile x=0 ve y=1 dogrulan tarafindan siirlanan bolge Ox -

ekseni etrafinda dondiirtiliiyor. Meydana gelen donel cismin hacmi kag¢ birim kiiptiir?

113



3) y=3x—x" parabolii ile y=xdogrusu tarafindan siirlanan bdlgenin Ox -ekseni
etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel cismin hacmini bulunuz.

4) y*=2px eprisi ile x=h dogrusu tarafindan simirlanan bdlgenin Ox -ekseni
etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel cismin hacmini bulunuz.

5) (y - a)2 =ax egrisiile x=0 ve y=2a dogrulan tarafindan siirlanan boélgenin

Ox -ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel cismin hacmini bulunuz.

6) Asagidaki egri ve dogrular tarafindan siirlanan bolgenin 0y -ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan cisimlerin hacmini bulunuz.
a) y=x> , y=4 , x=0

2 2

Xy
by 42 o
)aZ b2

7) Asagidaki egriler tarafindan sinirlanan bdlgenin karsilarinda yazili eksenler
etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmini bulunuz.

a) y=x , y=-1, x=1 Eksen: y =2

b) y=4x—-x> , y=0 Eksen: y =4

c)x=y> , x=2-)° Eksen: x =-1
8) y=x+1 egrisiyle bu egriye x =1 noktasindan ¢izilen teget ve x =0 dogrusu
tarafindan sinirlanan bdlgenin;

a) Ox -ekseni,

b) 0y -ekseni,

etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmini bulunuz.

. L V2 <
9) y=sinx ve y=cosx egrileri x=0 ve x= 2 dogrulari tarafindan sinirlanan

diizlemsel bolgenin Ox-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen cismin

hacmini bulunuz.
10) x**+y?*=4"*  astroid egrisi tarafindan simrlanan bolgenin Ox -ekseni

etrafinda donmesiyle olusan cismin hacmini bulunuz.

11) Asagidaki egri ve dogrular tarafindan sinirlanan boélgenin 0y -ekseni etrafinda
donmesiyle meydana gelen cismin hacmini bulunuz.

a) y=x> , y=0 , x=0 , x=2
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c) y=4x—-x> , y=0

¢)dy=x" , y=0 , x=2 , x=4
12) y=sinx , y=cosx egrileriile x=0 ve x=% dogrular tarafindan

sinirlanan bolgenin Ox ve 0y eksenleri etrafinda dondiiriilmesiyle olusan
cisimlerin hacimlerini bulunuz.
13) r= a(l —CoS (p) kardioidinin kutupsal eksen etrafinda dondiirtiilmesiyle olusan

cismin hacmini bulunuz.

3.5. Donel Yiizeylerin Alanlarinin Hesaplar:
Bilindigi gibi bir egri parcasi bir etrafinda dondiiriildiigli zaman donel ylizey denilen

yiizeyler elde edilir. Bu kesimde bu tip ylizeylerin alanlarin1 hesaplayacagiz.

3.5.1. Egri Denkleminin Kartezyen Formda Verilmesi Halinde Donel Yiizeyin

Alaninin Hesabi
yv=f (x) esitligi ile verilen [a,b] araligina karsilik gelen AB egri par¢asinin Ox -

ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen ylizeyin alanini hesaplayalim.

/ Q

Y P

B DV N 4 N

x A i

0 i : E

% s R .:

(0] a x x+ Ax b

Sekil 3.15. Sekil 3.16.

[a,b] arahginda bir S(x,0) noktast ile R(x + Ax,0) noktasini alalim.
Egrinin P(x, f(x)) ve Q(x+Ax, f(x+ Ax)) noktalarim birlestiren dogru pargasinin

Ox -ekseni etrafinda dénmesiyle elde edilen donel yiizeyin AA alani, [PQ]’nm
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donmesiyle meydana gelen donel yiizeyin (kesik koninin) ylizey alanlar1 yaklasik

olarak, esittir. Su halde;

AA = 2nw [PQ|

aa =27 1) |’; bt &) (o S [+ ar)— S ]
N :2ﬂ|f(x)|+|f(x+Ax)|\/1+[f(x+Ax)—f(x)T N
2 Ax

yazilabilir. Buna gore

BA _, [fx) +]/ (e + Ar) \/l{f(ﬂicz—f(x)}z

Vs
Ax 2

olur. Ax ne kadar kiiclik secilirse bu yaklasiklik o kadar iyi olur. f tiirevlenebilir
oldugunda

A'=2rx |f(x] NIEs [f'(x)]2

olur. Integral hesabinin temel teoreminden
b b
A= 27rj|f(x) I+ [/ ()] dx= 2ﬁJ.|y| I+ (') dx

bulunur. Benzer olarak, denklemi x = u(y) , ¢<y<d olan egri parcasinin 0y -

ekseni etrafinda dondiirtilmesiyle meydana gelen donel yiizeyin alani

A= 27rj|u(y)| A1+ [u'(y)]2 dy = 27rj|x| A1+ (x')2 dy

olacaktir.
yv=f (x) , a<x<b egriparcasinin y =k dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle
meydana gelen donel ylizeyin alani; y = f (x)—k , a<x<b egri pargasinin

¥ =0 (0x-ekseni) dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel yiizeyin

alan1 ayn1 olacaktir (Bkz. Sekil 3.17.).
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v=/(x) v yv=rf(x)-k

i
{

=N

Sekil 3.17.

Diger taraftan [f(x)—k]’ =f '(x) olacagindan, y=f (x) , a<x<b egri

parcasinin y =k dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel ylizeyin

alani
b b
A= 2ﬂj|f(x)— k| VI+[f'(x)f dx= 27ZJ.|y —k| JI+(y') dx
bulunur. Benzer diisiinceyle, x = u( y) , ¢<y<d olan egri par¢asinin x=p

dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel yiizeyin alani

A= 27zj.|u(y)— p| 1+’ D) dy = 27z:‘f|x - p| V1+(x') dy

seklinde ifade edilebilir.

ORNEK 3.19.
9y° = x(3 - x)2 egrisinin ilmegini olusturan egrinin Ox -ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle meydana gelen ylizeyin alanini hesaplayiniz.
Coziim:
Dondiiriilen egri parcasi olarak

y =—%(3—X)\/; veya y=§(3—X)\/; _y:-%(;-_\-)ﬁ
egrilerinin [0,3] araligindaki parcalarmi almak
yeterlidir.  y= %(3 —~xWx  egrisinin [0,3] : ’\-/\.3 .

araligindaki parcasini Ox -ekseni etrafinda y=3v=%
dondiirelim.
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A= 27[J|y|1/1+ ¥ dx = 27r.[ (3- x)\/_x-'_l Zj‘ J(x+1)dx =37 br’

0

ORNEK 3.20.
x*+y*=a’ ¢emberinin x=b (b>a) dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle
meydana gelen donel ylizeyin (torun) alanini bulunuz.

Coziim:

x=m ve x=—m > ‘b
egri pargasinin x=b dogrusu
etrafinda donmesiyle meydana gelen f \
donel yiizeylerin alanlar1 toplamudir. ’ ! j ‘ Eb 5

Buna gore, a

—Ja’-y —b‘ f1+ dy+27rI
A= 271.[(\/41 —y +b—ya’ -y +b)—dy 47rabj —47rabArcs1n—
/a _

A =4z ab[Arcsinl — Aresin(-1)]= 47 a.b br’
olur.

a’-y —b‘ l+

—a

Bilindigi gibi, /1+(y'Vdx, y=f(x) egrisinin; y1+(x'Vdy de x=u(y)

egrisinin ds yay diferansiyelidir. Buna gore,

b b

a) A= 27rj|y| A1+ (y')2 dx formiilii A= 2ﬂ'[|y| ds (3.5)
b b

b) A=27 {1+ () dy formiilii A=27 (| ds (3.6.)

b b
0) A=2zx[ly—k1+(') dy formiilii A=2zly-Kds  (3.7)

b b
d) 4= 27rj|x - p| V1+ (x')2 dx formiilii A= 27rJ.|x - p| ds (3.8))
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3.5.2. Egri Denkleminin Kutupsal Olarak Verilmesi Halinde Donel Yiizeyin
Alaninin Hesabi

Egri par¢asinin denklemi » = f ((0) , a<@p<p seklinde verilmis olsun. Bu

durumda

ds =+r* +(r')

oldugunu biliyoruz. x=r.cos¢ , y=r.sing oldugu da goz oniine alinirsa,
b
A= 272'“ y| ds

formiiliinden, verilen egri pargasinin kutupsal eksen etrafinda dondiiriilmesiyle

meydana gelen donel ylizey alani
B
A= 272I|r.sin ol + (') do

olacaktir. Ayrica egrinin ¢ :% dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyse meydana gelen

ylizeyin alani

Vi
A= 27ZJ.|x| ds
formiiliinde
B
A= 27z.”r.cosgo|.\/r2 +(r) do
olur.
ORNEK 3.21.

r= a(l—cos (p) kardioidinin iist yarisinin kutup ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle

maydana gelen ylizeyin alanini hesaplayiniz.
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Coziim:

72+ (') = a*(1-cosp) +a’sin’ ¢

2
r2' +(r') =2a*(1-cos ) = 4a° sinzg = [2a.sin —j

oldugundan

A= 27z]£|r.sin (p| . |2a.sin (p| do = 47za2]£(1 — COS(p). sing -
0 0

A= 47zazj'2sin22 sin? . cos? sinL dgp = 167razj'sin4 W
0 2 J
A=32m sin' Y =220 b
2, s

bulunur.

3.5.3. Egri Denkleminin Parametrik Olarak Verilmesi Halinde Donel Yiizeyin
Alaninin Hesabi

Egri parcasinin denklemi

IN

X u(t)
y=v(t)
L<t<t,

seklinde verilmis olsun. Yiizey alanin1 veren formiilleri vermek i¢in (3.5.) ve (3.6.)

formiillerinin ¢ parametresine gore yazmak yetecektir. Bilindigi gibi, egri

parametrik olarak verildiginde
ds=(x'V + (') at
olur. Su halde (3.5.),(3.6.), (3.7.) ve (3.8.) formiilleri

a) A= 27rJ.|y| J&Y + (') dt (3.9.)

b) 4= 27z_|.|x| (x'y + (') dt (3.10.)

o) A=2x[ly—k(x ) +() at (3.11.)
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d) =27 [ p|{ (<] + () at (3.12))

seklini alir. Bu integrallerin hesaplanmasinda x ve y yerine ¢ cinsinden

degerlerin konulmasi1 unutulmamalidir.

ORNEK 3.22.
Parametrik denklemi
{x =a (t—sint)
y=a (1 - cost)
olan sikloid egrisinin bir yayinin Ox -ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana
gelen donel ylizeyin alanin1 hesaplaymniz.

Coziim:

0 X

Bir yayin ¢izilmesi i¢in ¢ parametresi [O,27r] araligini taramalidir. Buna gore,

2z 2z
A= 27ZJ.|y|w/(x')2 +(y') dt = 27rja (1- cost)-\/az(l —cost) +a’sin’t dt
0 0

2z 2z
A:27za2J.(l—cost)- 2(1 - cost alt:27zaz_|.2sin2
0

0

-.|4sin? z dt
2

|~

27
A=87ra’ jsin3£ dt :ﬁﬁaz br?
2 3

0

olur.

3.5.4. COZULMUS PROBLEMLER
1) y=x> egrisinin 0<x<1 arasinda kalan parcasinin Ox-ekseni etrafinda

dondiiriilmesi ile meydana gelen donel ylizeyin alanini hesaplayiniz.

Coziim:
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A= 27rj.|y|\/1+ dx 27[“ ‘\ll+ 3x )de y
A= 2;;] *V1+9x* a’x—— (lovi0-1) &r

p—
T
]
1
1
1
1
1

-

~—F---=-=-=

- -

2) y= 2Wx egrisinin  0<x<8 arahifindaki pargasi  Ox-ekseni etrafinda

dondiiriiliiyor. Meydana gelen donel yiizeyin alanini hesaplayiniz.

Coziim:
b 8 1 N
Y| :272_[|y|\/1+(y')2dx=27r‘[2\/; J1+—dx
a 0 x i
; 208 ) SN !
A=4 ldx=—nx b roo '
ﬁ_([\/x—i- k===a br P i
I 1 N >
0 Vo '8 X

2
3) y= x? egrisinin [0,3] araligindaki pargasi 0y -ekseni etrafinda dondiirtiliiyor.

Meydana gelen donel ylizeyin alanini hesaplayiniz.

Coziim:
3/2
A= 272_“x|\/1+ dx 272'_[\/— /l—i-—dy
A= Eﬂ' br?
3

4) y=x" paraboliiniin A(0,0) ve B(\/E,2) noktalar arasindaki pargasinin 0y -

ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen donel ylizeyin alanin1 hesaplayiniz.
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Coziim:

b 2 ¥
A=27rj|x|\/1+(x')2dy=27rj\/; 4L dy R LT -
a 0 4y t: 2 t-mmmmm - ; B
2 13 I‘. B .
A=7r.|’1/1+4y dy:?ﬁ br? v !
0 i i
S . E
0 E x
5) Parametrik denklemi
x=2t"+1
y=3t
0<t<1

olan egri parcasmnin Ox-ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen donel
ylizeyin alanini hesaplayiniz.

Coziim:

1 1 1
A=2x[|y[J(x') +(3') dt =27 [ 3¢ (4¢) +(3) dt =67 [\I+16¢ dt
0 0 0

1

| 5 ) 3/2
A=24;rjz (3) 41 dt=247z-l{(§] +z2} B e
7\ 2 30\ 2 0 4

6) r =2a.cos@ egrisi @ :% dogrusu etrafinda dondiiriildiiglinde meydana gelen

donel yiizeyin alanini1 hesaplayiniz.

Coziim:

A= 272']£|I”.COS |\ r* +(r’)2d¢ = 27r]£|2a.cos ¢.cos d| \/4az.cos2 +4a’.sin’ ¢ do
0 0

]’-1+c052¢

A=4a7zj\/4a2 cos’pdp=8a’ d¢=4a’ 7> br’
0

0
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3.5.5. COZULECEK PROBLEMLER
1) Asagida denklemleri verilen egri pargalarinin  Ox-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle meydana gelen donel yiizeylerin alanlarini hesaplayiniz.

32

a)y:%(x2+2) , 0<x<3

b) y =sinx , 0<x=<r
2) y=Inx egrisinin 1<x<2 arahi@indaki parcas1i 0Oy -ekseni etrafinda
dondiriilityor. Meydana gelen donel yiizeyin alanini hesaplayiniz.
3) Orjin ile (h, r) noktasini birlestiren dogru pargasinin Ox -ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan koninin yanal alanini bulunuz.
4) Yarigapt R olan bir kiirenin ylizey alanin1 bulunuz.
5) x* +y?* =a** astroid egrisinin Ox -ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana
gelen donel ylizeyin alanini bulunuz.
6) x’+y>=a’ ¢emberinin [)cl,x1 +h] araligina karsilik gelen parcasinin Ox -
ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen kiire pargasinin ylizey alanimi
bulunuz.
7) 4x*+y> =4  elipsinin {ist yarisinin 0y -ckseni etrafinda dondiiriilmesiyle

meydana gelen donel ylizeyin alanini bulunuz.
8) Parametrik denklemi
X=a.cos’ t
y=a.sin’ t
olan astroid egrisinin Oy -ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel

ylizeyin alanini bulunuz.

9) Parametrik denklemi

x:lf
3
y=4-—t
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olan egrinin koordinat eksenleriyle kesim noktalar1 arasinda kalan parcasinin Ox -

ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel ylizeyin alanin1 bulunuz.

10) Parametrik denklemi

y= a.(l—cost)

{x = a.(t—sint)

olan egri veriliyor.
a) 0y -ekseni,
b) En yiiksek noktasina teget olan dogru

etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel yiizeyin alanin1 hesaplayiiz.
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BOLUM 4
GENELLESTIRILMIS INTEGRALLER

Integralleme araliginin sonsuz olmasi yahut integralleme araliginda fonksiyonun
sinirli  olmamas1 halindeki integraller ortaya ¢ikar. Bu ¢esit integrallere

“genellestirilmis integraller” denir.

4.1. integralleme Araliginin Sonsuz Olmasi Hali
f fonksiyonu [a,+0) arahiginda tammh ve Vue(a,) i¢in [a,u] arahZinda

integrallenebilir olsun. Eger

lim jf(x) dx

U—>0

Limiti genellestirilmis bir reel say1 olarak mevcut ise, bu limite f fonksiyonunun

“a’dan sonsuza kadar integrali” denir ve

0

[/ (x dx—ll_r)gjf 4.1)

yazilir. Eger bu genellestirilmis reel say1 sonlu ise, (4.1) integraline yakinsak, sonsuz

ise yahut bu limit mevcut degilse, 1raksaktir denir.

ORNEK 4.1.

Ie"" dx integralini hesaplayiniz.
0

Coziim:

u

”e_x dx=1im |e " dx=lim(—e™
0

U—>0 U—>0
0

ORNEK 4.2.

Todx .
I > integralini hesaplayiniz.
o 1 +x
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Coziim:

j dx =i dx :limArctanxu—

T
U—>0 0 2

ORNEK 4.3.

jcos x dx integralini hesaplayiniz.
0
Coziim:

o0 u
Icosx dx =1lim
0

U—>0

cosxdx=Ilim sin x

U—>0

bu limit mevcut degildir. Dolayisiyla bu integral 1raksaktir
ORNEK 4.4.

I—x integralini hesaplayiniz.
X

Coziim:

0

J‘dx—hmj.— l1m1nu =00
x

Uu—>0 U—>0
0

yani bu integral de raksaktir.

Bunun gibi, j f(x)dx integrali de s6yle tanimlanir:

a

J 7<) = tim [ £ 42)

ORNEK 4.5.

J- I+x dx integralini hesaplayiniz.
1+x°

0

—g—limllog(l+u2)

u—wo

0
m dx—hm{Arctanx+llog(l+x )}
_ul—i—x U= 2

—u
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bulunur ki, besbelli yakinsak degildir.

4.2. T f (x) dx ’in Integrali
(a) Tf(x) dxz}i_}ngo jif(x) dx+}i_r£]£f(x) dx = j. f(x) dx+Tf(x) dx

(b) Tf(x)dlei_r)g]if(x)dx

Bunlardan birincisine gbz Oniine alinan genellestirilmis integralin ddi degeri;
ikincisine ise Cauchy esas degeri denir. Eger ortaya ¢ikan genellestirilmis integraller
yakinsak iseler, sonuclar aynidir. Fakat bazi hallerde adi deger sonlu olmadig: halde,
Cauchy esas degeri sonlu olabilir. Bunun sebebi, (a)’nin sag tarafinda her iki
integralin raksamasi, (b)’nin sag tarafinda ise sonsuza giden degerlerin birbirini

gotiirmesidir.

ORNEK 4.6.

J- I+ xz dx integralini hesaplayiniz.
s 1+x

['e]

Tl—kx dx:j‘ 1+ x dx+'[11:); i

—o0 —0 0
u

1+x 1+x
=lim dx+ lim
2 J-1+x2

u—>0 1+ x u—>0
—u 0

dx

sag tarafta birinci integralin yakinsamadigini son Ornekten dolay1 biliyoruz. Ayni
sekilde sag taraftaki ikinci integral de yakinsamaz. Su halde, g6z oniline aldigimiz
integralin 4di degeri sonlu bir say1 degildir.

Buna karsilik
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u

2

'[ Lt dx =lim '[ It a’xzlim[Arctanx+llog(l+x2)}
I+x U0 2

—0 —u —u

=lim {Arctanu +%log(1+u2)—Arctan(—u)—%log(l+u2)}

U—>0

=lim [Arc tanu — Arc tan (—u)]

U—>0

U—>0

=1lim 2A4rctanu = 2-% =7
bulunur.

Ancak, _[ f(x)dx  genellestirilmis integralinin hesabinda Cauchy esas degerinin

istendigi acikc¢a belirtilmemisse, yapilacak is, bunun adi degerini hesap etmektir.

4.3. Yakinsakhk Kriterleri. Mutlak Yakinsak Integraller

I f (x) dx seklinde bir genellestirilmis integralin hangi sartlar altinda yakinsak

a

0

oldugunu arastiralim. Bdylece .[ f (x) dx seklindeki genellestirilmis integrallerin de

a

incelenmis olacagi agiktir, ¢linkii
b o0 ©
J.f(x)dx:—J.f(x)dxz If(x)dx
—0 b -b

dir.

4.3.1. f ’nin Negatif Olmamas1 Halinde J‘ f(x) dx Integralinin Yakisaklig::

Eger Vxe[a,©) i¢in f(x)>0 ve u>a igin f fonksiyonu [a,u] boyunca

integrallenebiliyorsa

F(u)=[f(x)dx (4.3)

fonksiyonu u ’nun monoton artan bir fonksiyonudur. Su halde (4.3) integralinin

yakinsamasi icin gerek ve yeter sart sinirli olmasidir.
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4.3.2. Seriler ile Olan Benzerlik:

Genellestirilmis integraller ile sonsuz seriler arasinda biiyiik benzerlik vardir.
Gergekten, [a,oo) araligim gelisiglizel boliim noktalar ile {a,xl,xz,...,xn,...}

seklinde boldiigiimiizii diisiinelim. Bu takdirde, bilindigi gibi

0

Iflxﬁ“:TJTXVﬂ+TfTXW#+TJXXMﬂ+H. (4.4)

a

0
dir. Sag tarafin terimlerini ¢,c,,...,c,,... ile gosterirsek, demek ki ZCn sonsuz
1

serisi s0z konusudur. Bu serinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart pargal

(kismi) toplamlar dizisinin bir Cauchy dizisi olmasidir. Yani V& >0 igin dyle bir

ny (&) sayisimn bulunmasidir ki, n>n, (&) ve k>1 igin

S -8

n

Cont +Cpy ot Cy| < €

n+l n+2

0

kalmasidir. Bunu (4.4)’e uygularsak su neticeye varirz: j f (x) dx integralinin

a

yakinsak olmsau i¢in gerek ve yeter sart x, >n, ve x,, >n, igin
Tlf(x) dx+T2f(x) dx+...+ Tk f(x) dx| = ka(x) dx|< e

olmasidir. Buradan sunu bulduk:

0

J‘f(x)a’x yakinsak < Ve>0, Ju,>a > u ve u'>u,

a

u'

J.f(x) dx

u

olunca <& olur. Goriildigi gibi, burada f ’nin negatif olmamasi sarti

yoktur.
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ORNEK 4.7.

sin x . .. g
I dx integralinin yakinsak olup olmadigini arastiriniz.
X
0

Coziim:

J.& dx integrali yakinsaktir. Ciinkii &€ >0 istenildigi kadar kiiciik olarak

o . 2 ;o
secilmis bir say1 olmak iizere, —<u <u’ i¢in
£

”J-sinx cosx| ”J-cosx
u x u u x
cosu cosu' ‘tcosx
= —— —I dx
u u
u
yani
' u’
smx |cosu cosu' tcosx 1 1 %de 1 1 1 2
j = I > dx§—+—,+j—2=—+—,+ —— | ==
‘ ° X u u X u u x), &€

dir. Ote yandan

Sljﬂf(x)‘ dx

u

'
u

jf(x) dx

u

oldugundan demek ki I S integrali yakinsaktir.
X

o0

4.3.3. Eger ﬂ f (x)‘ dx integrali yakinsak ise, J‘ f(x)dx integrali de yakinsaktir.

a

4.3.4. Mutlak Yakinsaklik:

Eger H f (x)‘ dx integrali yakinsak ise, j f (x) dx integrali icin mutlak yakinsaktir,

a

denir.

4.3.5. Mukayese Kriteri:
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Eger x>a icin g fonksiyonu negatif degilse, I g(x) dx integrali yakinsak ise ve
a’y1 asan bir yerden itibaren, yani x>a,>a i¢in daima ‘ f (x)‘ <g(x)
bulunuyorsa ve f , her sonlu [a,b] araliginda integrallenebiliyorsa, .[ f (x) dx

integrali mutlak yakinsaktir.

Buradan su kriteri elde ederiz.

4.3.6. Eger j- f (x) dx integrali mutlak yakinsak ve g fonksiyonu simirl ise,

omegin Vx e[a,) igin ‘g(x)‘ <M oluyorsa If(x)- g(x)dx integrali mutlak
yakinsaktir.

Gergekten I f (x) dx integrali mutlak yakinsak oldugundan, istenildigi kadar kiigtik

bir &> 0 sayist i¢in

'
u

Hf(x)‘dx<%

yazilabilir. Ote yandan

dir.

ORNEK 4.8.

——dx integralinin yakinsak olup olmadigin1 arastiriniz.

© .
J‘ Sin nx
m +Xx

0

Coziim:

Verilen integral mutlak yakinsaktir. Ciinkii, I de - mutlak yakinsak ve
oM +x

g (x) =sinnx fonksiyonu sinirhdir.
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Simdi « >0 olmak iizere,

s

x* ’

a

a>0 (4.5)

integralini gbz Oniine alalim. « =1 i¢in integralin sonlu bir degere yakinsamadigin

biliyoruz. a#1 i¢in (4.5) integralini hesap edersek

u
¢ dx

l-a

a

b
X -«

buluruz. Eger «a >1 ise, sag tarafin u — oo i¢in limiti sonlu bir sayidir. Fakat
a <1 ise bu limit sonsuz olur.
Demek ki (4.5) integrali o >1 icin yakinsak, « <1 i¢in iraksaktir. Buradan

yararlanarak agagidaki kriterleri verebiliriz:
xe[a,oo) icin f fonksiyonu sabit igaretli, 6rnegin pozitif olsun. Eger
x—>o iken f fonksiyonu birinci mertebeden daha yiiksek mertebeden sifir

oluyorsa, yani dyle bir k£ >1 sayst var ki, BeR sabit bir pozitif sayiy1 ifade

0

etmek ilizere, x ne kadar biiyiik olursa olsun. 0< f (x) <£k kalsin. I f (x) dx
X

integrali yakinsaktir.

Bunun gibi, eger f pozitif ise ve x — oo iken en fazla birinci mertebeden sifir
. M ) ) .
oluyorsa, yani x sonsuz olurken f (x) >— kalacak sekilde bir M pozitif sayist
X

varsa, yukaridaki integral 1raksaktir.

Gergekten, birinci halde u >a igin

u

'[f(x) deBT%

a

dir ve wu-—>o igin sagdaki integral yakimsak oldugundan j f(x)dx integrali

a

yakinsaktir. Ayni sekilde ikinci halde de

u

jf(x)deMj%

a
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dir ve wu— o icin sagdaki integral iraksak oldugundan I f (x) dx integrali de

a

raksaktir.
ORNEK 4.9.
J.e"”".sin nx dx (m > 0) integralini inceleyiniz.
0
Coziim:
T ¢|sin nx ©dx
J.e .sinnx dx SI — deI—
0 0 e 0 X
- . : : g 1 . .
dir. 6te yandan ve N i¢in lim x_mx =0 oldugundan, — fonksiyonu istenilen
X—>0 e e

her mertebeden daha yiiksek mertebeden sifir olur. O halde bize sorulan integral

yakinsaktir, hatta mutlak yakinsaktir, ¢iinkii goriildigi gibi, H f (x)‘dx yakinsak
0

olmaktadir.

Simdi integrali hesap edelim:

u —mx : u u
- e ™ .sinnx noe _
Ie ™msinnxdx=———+— +—je "™ cosnx dx
0 m 0 mO
—mu : —mx u 2 u
e™.sinnu n e ™ .cosnx n -
= 4| ——2je .sin nx dx
m m m m"
0
—mu 2 u
e™sinnu n _ n e -
=——+—2(1—e m cosnu)——2 e ™ .sinnx dx
m m m s
2 .
m n o[ SINNU  n-COSHU
2 2 2 2
m +n-|m m m
n e—mu

=——————(m.sinnu+n.cos nu)
m*+n* m'+n

olup

e ™ .sinnx dx =1lim 5 - =

T n m.sin nu + n.cos nu n
2 - 2 2
o uso | m” +n e’”“(m2+n2) m +n

buradan sonucunu elde ederiz.
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Bu integralin mutlak yakinsak oldugu agiktir. Degeri ise

0

Lz-sinl dx:cosl =1
X X x|2

s

N[ ND—— 8

dir.

4.4. (;(")ZI“JLMI"JS PROBLEMLER

0

.[ integrali yakinsak midir?
o L+ 3x*+x°

Coziim:
Integral igindeki x — oo iken iigiincii mertebeden, yani 1°den biiyiik, sifir oldugu

icin yakinsaktir.

0

-— integrali yakinsakligini inceleyiniz.

2
} X+Cos™ X

Coziim:
Integral igindeki ifade siireklidir, yani integrallenebilir. Ayn1 zamanda x>1 igin
pozitiftir. x— o iken bu ifade birinci mertebeden sifir oldugundan, 4.3.6.’dan

dolay1 bu integral 1raksaktir.

R x
3) integrali yakinsak midir?
Ny

Coziim:
Integral icindeki ifade x>4 igin siirekli ve pozitiftir. Bu ifade x — oo igin %’nci

mertebeden sifir oldugundan verilen integral yakinsaktir.
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4) I (1 —Cos %) dx integrali yakinsak midir?
1

Coziim:

l—cosz:ZSin21
X x

dir ve x — o i¢in, yani ag1 ¢ok kiigtildiigiinde, bu ifade yaklasik olarak % ’dir. O
X

halde integral yakinsaktir.

5) .[ sin (xz) dx integrali yakinsak midir?

0
Coziim:

x=+t koyalim. Buradan

T 1 ¢sint

J-sm(xz)dxzz_([%dt

olup simdi

sint ¢ sint

2t Sy
t+ﬁ'[2 7

olarak yazalim. Sagdaki ilk integral adi integraldir, ¢linkii

. sint . sin ¢
hm—:hm\/;-—:O

t—0 \/; t—0 t

dir. Ikinci integral ise, pargal integralleme ile

dt

¢ sint cost|” 1 F cost 1 T cost
7/2 \/; \/; |0 27r/2 t 27r/2 t
olur. Fakat bu son integral 4.3.5. geregince mutlak yakinsaktir, ¢iinkii
cost 1
P e

dir.

Isin (xz) dx ve jcos (xz) dx integrallerine Fresnel integralleri denir.
0 0

136



% fonksiyonunda % >1 oldugundan yakinsaktir. Boylece .[sin (xz) dx
t 0

integralinin yakinsak oldugu gosterilmis oldu.

6) J.Lz genellestirilmis integralini hesaplayiniz.

| X+cos” x

Coziim:

lim 108% _

X—>0 X

0 oldugundan, demek ki logx birinci mertebeden daha kiigiik

8% ifadesi  1’den bilyiik

mertebeden sonsuz olur. O halde x— oo iken .
+x

mertebeden sifir olur, yani integral yakinsaktir.

Istenilen degeri hesap etmek i¢in x=tant koyalim. Buradan dx = (1+tan2 t)dt

olur. O halde

72

log x :
. dx = ‘(')‘ [log(smt)—log(cost)] dt

]

olur. Sag tarafta ikinci integralde ¢ = %— z koyalim.

/2

0 ®©
_[ log(cost) dt =— J log {cos(%—zﬂ dz = Ilog(sint) dt
0 0

/2

oldugundan

7/2

I= J. I:log(sint)—log(cost)] dt=0

0

elde edilir.

7) f ve g fonksiyonlar1 x >u >a igin integrallenebilsinler. Eger bu x ’ler i¢in

f(x)<g(x) , f negatif degil ve Ig(x) dx yakinsak ise, gosteriniz ki If(x) dx
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0

integrali de yakinsaktir. Fakat, eger I f (x) dx integrali iraksiyor ise, I g(x) dx

integrali de 1raksar.

Coziim:
o0

Gergekten j g(x) dx integralinin yakinsak olmasi demek, 4.3.1.’den dolay1 bu

a

u

integralin sinirli olmast demektir. J. f (x) dx < I g(x)dx oldugundan ve u— o0

a

i¢in J- g(x) dx integrali smirli bulundugundan, J- f (x) dx <o olur, yani
yakinsaktir.

0

Eger j f(x)dx integrali raksiyorsa, J- g(x)dx integrali de rraksamak zorundadir,

a

ciinkii  yakinsak olsaydi, j f(x)dx< J. g(x)dx ’den ve biraz Once

belirttiklerimizden dolay1 J- f (x) dx integralinin de yakinsak olmasi gerekirdi. Bu

kritere “Mukayese Kriteri” denir.

8) f ve g fonksiyonlar1 x>u >a icin integrallenebilsinler. />0 , g>0

. . f(x) .7 %
olmak tizere, lim ——==L olsun. Le(0,0 ise, | f(x)dx ve |g(x)dx

integrallerinin ya her ikisi de yakinsak yahut her ikisi de raksaktir.
Coziim:
Gergekten, ¢ >0 sayisint onceden istenildigi kadar kiiglik secelim. Limitin tanimi
geregince, yeter derecede biiyiik x ’ler i¢in, 6rnegin x >u igin
/()
2(x)

<L+¢ veya f(x)<(L+¢).g(x)
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dir. Ote yandan, eger .[ g(x) dx yakinsak ise, ¢ sabit bir say1 olmak tlizere

c.g(x)dx deyakinsaktir ve

R ——y 8
R ——y 8

c.g(x) dx:ch(x) dx

dir. bu kritere “Limit Kriterr”’ denir.

4.5. COZULECEK PROBLEMLER

D) [ —adx

4
0

x +1

4.6. Integralleme Arahginda Fonksiyonun Sonsuzluk Yerlerinin Bulunmasi Hali

Bir f fonksiyonu bir [a,b] araliginda tanimlh olsun ve u <b olmak {izere,

[a,u] aralig1 tizerinden integrallenebilsin. Eger fonksiyon [u,b) araliginda, yani

b ’nin bir sol komsulugunda sinirli degilse,
b
[ £(x)ax (4.6)

integraline yine genellestirilmis integral denir. a ’nin bir sag komsulugunda sinirh

olmayan bir f fonksiyonu i¢in de (4.6) integrali bir genellestirilmis integraldir.
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1
Ornegin o >0 olmak iizere Id—: integrali bir genellestirilmis integraldir, ¢linkii
X
0

x — 0 ic¢in integral i¢indeki fonksiyon sonsuza gider.

TANIM:

f fonksiyonu [a,b] kompakt araliginda b bitim noktasi harig, siirekli olsun. Bu

takdirde (4.6) genellestirilmis integrali, sagdaki integral mevcut olmak sartiyla,
b b-o6
Jf(x)dxz(lsl_)nolo _[f(x)a’x

olarak tanimlanir. Su halde soldaki genellestirilmis integral i¢in “yakinsaktir” deyimi
kullanilir. Eger sagdaki limit mevcut degilse, genellestirilmis integral igin

“traksaktir” denir.

[a,b] boyunca integrallenebilen fakat » noktasinda bir sonsuzluk yeri olan
b
bir f  fonksiyonunun .[ f (x) dx  genellestirilmis integralinin mevcut olup

olmadigini anlamak i¢in asagidaki kriter ¢ok faydahdir.

TEOREM:

x€[a,b] i¢in f fonksiyonu pozitif olsun ve u<b olmak iizere her [a,u]
aralig1 boyunca integrallenebilsin. Ayrica lirrl} f (x):oo olsun. Eger 0<A<l1

sartin1 saglayan bir 4 sayisi ve x’e bagli olmayan sabit bir K sayis1 varsa Oyle ki,

Vxela,b) igin f(x)<

b
—  olsun. J‘ f (x) dx genellestirilmis integrali

(b-)
yakinsaktir.

Buna karsilik f(x)>

— olacak sekilde bir A sayisi ve bir K pozitif sabiti

b—x

b
varsa I f (x) dx genellestirilmis integrali iraksaktir.

a

140



ISPAT:

Once yakinsaklik halini gdsterelim.

/16(0,1) ve K >0 sayilarm ‘v’xe[a,b) icin f(x)S

sekilde aldigimizi diisiinelim. Su halde

Osb.rf( )dX<be b x) :Li{ . 1 i—ljl

dir. 6 — 0 ig¢in son ifadenin limiti

K
(Z-1)(b—a)"

dir, yani genellestirilmis integral yakinsaktir.

Eger A>1 1ise, O0—0 i¢in son ifadenin limitinin sonlu olmadig
goriilmektedir.

A =1 olmas1 halinde ise,

b-o
K|

a

Al K.log(b—x)‘Z_(S = K[log(b—a)—logé‘]

—X
oldugundan & — 0 igin limit yine sonlu1 bir say1 degildir.

Bu kriteri soyle ifade edebiliriz.

b
J f(x)dx integrali b noktasinda genellestirilmis bir integral, yani f

a

fonksiyonu x=»5 igin sonsuz olsun. Eger f fonksiyonu x =5 yerinde birinci

mertebeden daha kiigiik mertebeden sonsuz oluyorsa, bu genellestirilmis integral
yakinsaktir. Eger bu noktada en az birinci mertebeden sonsuz oluyorsa, bu

genellestirilmis integral 1raksaktir.

ORNEK 4.11.
Jl~ dx
o\ll—x

Coziim:

integralini inceleyiniz.

Verilen integral genellestirilmis integraldir. Ciinkii integral ig¢indeki

fonksiyon iist sinirda sonsuz olmaktadir.
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x =1 i¢in integral i¢cindeki ifade % nci mertebeden sonsuz oldugundan, bu

integral yakinsaktir.

ORNEK 4.12.

1
J'ﬂ integralinin yakinsak olup olmadigini bulunuz.
) Nx

Coziim:

Yukaridaki ¢oziimde anlatilan sebepten dolay1 bu integral de yakinsaktir.

ORNEK 4.13.

1
dx . oL ..
j— integralini inceleyiniz.
X
0

Coziim:
Bu integral mevcut degildir. Cilinkii integralin i¢indeki fonksiyon alt sinirda birinci

mertebeden sonsuz olur.

ORNEK 4.14.

(k2 < 1) integralini inceleyiniz.

j~ dx

0 \/(l—xz)(l—kzxz)
Coziim:

Verilen eliptik integral yakinsaktir, ¢ilinkii integral isareti altindaki fonksiyon %’nci

mertebeden sonsuz olur.
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EK-1

RASYONEL FONKSiYONLARI INTEGRALI

1) I(ax+b)n dx =

(ax n b)n+1

a(n+l)

I dx :lln|ax+b|+c
ax+b a

+c (n;t—l)

1

" ax+b)"?  b(ax+b)"
3) .[x(ax+b) dx:(az(n+)2) - c(zz(n+;) +c (n#E-1 A n#-2)
xdx x
4) I :———ln|ax+b|+c
ax+b a
x dx b 1
5 = +—1 b
)I ax+b = ax+b) e n|ax+ |+c
o X 1 __b 1
(ax+b) a (n—l)(ax+b) (n—2)(ax+b)
2 2
7) jx—dxzi} M—2b(ax+b)+bz1n|ax+b| e
ax+b a 2
2 [ 2
8 I i dxzz% ax+b—2b.ln|ax+b|— b }-c
(ax+b) a [ ax+b
i 2
9)I a’ dx = 1n|ax+b|+ 2b__ b > |+c¢
ax+b a | ax+b 2(ax+b)
IO)J' x dx L 1 — + 1 — =
ax+b) a’ (n—3)(ax+b) (n—2)(ax+b) (n—l)(ax+b
1. |lax+b
I | —————=——In|——
)Ix(ax+b) b " X
1 a, |ax+b
12 ——+—1
)I ax+b) bx b X e
1 1 2, lax+b
13 =— _=
)I ax+b) L)z(axﬁLb)jLabzx b3n X }rc
14)j =1Arccotf+c
xX*+a® a a
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1 a—x
15 =—1In +c
) J‘x ‘_a® 2a l|la+x
16) I 2 ArctanﬂJrcl (4ac—b2 >O)

ax +bx+c \/4ac—b2 \dac b
J- dx 1 |2ax+b—\/b2 4ac|

ax +bx+c 4ac ‘2ax+b+\/b2 4ac‘

17) I%:Lln‘ax +bx+c‘—— Lwtcl
ax“+bx+c 2a 2a? ax’ +bx+c

18)_[ _ 2ax+b __, (211—3)-2(12 J- dx v
ax +bx+c) (n—l)(4ac—b2)(ax2+bx+c) (n—l)(4ac—b ) (ax2+bx+c)

x dx 1 x? b dx
19 - -
) '[x(ax2+bx+c) 2c 1 ax* +bx+c| 2c aszrb)c+c+c1

KOKLU IFADELERIN INTEGRALI

1) _[\/a2 -x’ dx=%(xxla2 ~-x° +a2.Arcsin£j+c
a

2) J.x\/a —xtdx=— (a —xz)\/az—x2+c

3)‘[\/02 x2 a+\/a2—x2

X

dx=a*-x*-a.ln +c

= Arc s1n + c

4)]\/7
2
S)J. x* dx =—E\/a -X +%Arcsmx+c

a

6) I\/x2+a2 dx:%(xxlx2+a2 +a2.Arcsh£j+c
a
7) _[xx/x2+a2 abc=%(x2+az)\/xz+a2 +c
a+Nx*+a’
X

[ .2 2
8)_[ X *a dx=~x>+a* —a.In
X

+c
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+c

zln‘x+\/x2 +a’

dx
9
N
IO)J'\/& Nx*+a’ +c

dx a
11) x \/ +a L
I\/x +d? 2

x+vx*+d’

+c

1. la+Vx*+d?
12)I ——l — |+c
x\/x +a’ X
X x*+a’
13 =—
).[xz\/x2+a2 a’x te

14) I\/xz—az dx:%(xxfxz—a2 —az.ln‘mefxz—a2
15) Ix\/xz—az a’x:%(xz—az)\/xz—a2 +c

Je

l 2
16).[ dx=~x*-a*—a- ArccosL+c

x* dx
19) ( \/xz—az+az-ln‘x-|-\/x2—a2
I\/x —-a’

Jre

ln‘2\/ax +bx+c+2ax+b

+¢

20
)J-\/ax +bx+c \/7

TRIGONOMETRIK FONKSiYONLARIN iNTEGRALI

1) Isinax dx = —lcosax+c
a

- n-2
sin"™ ax dx

: n—1
. sin"” ax.cosax n-1
2) Ism”axdx:— + J‘
na n

. sinax Xx.cosax
3) _[x-smaxdx: — = +c
a a
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n

4) Ix”‘sinaxdx=—x—cosax+zj.x”‘l-cosaxdx
a
sin ax (ax)3 (ax)5
5) I—dxzax——+——
X 3.3! 5.5!
sin ax 1 sinax a cosax
6 =— dx
)I n—-1 x"" n—l-[ x"!
7) j dx :ll tan
sinax a
8I dx _ 1 cosax n—2J- dx
sin"ax  a(n-1) sin" ax  n—19sin" 2 ax
9) ‘[&:ltan(%$£]+c
1F¥sinax a 2 4
10) J. xdx _ ©_z +%lncos “_z +c
l+sinax 2 4 a 2 4
1) j_xdx e R e
l-sinax a 4 2 a 4 2
sin ax 1 T ax
12) X=Fx+—tan| —F— |+c
-[1+smax a (4 2)
1.
13) Icosaxdx=—smax+c
a
n—1 .
14) Icos” ax dy =205 @max  n 1.|.cos”‘2 ax dx

15) Ix~cosax dx =

16) J.x” -cosax dx =

cosax

17)]

COSdX

18)]

19) |

dx
CoS ax

“Lina
a

na n

cosax Xx-sinax
+ +c

2

a a

0o

x"sinax ng¢ o, .

———J-x" -sin ax dx
a

(@)

2.2!

o)

4.4

J

=In |ax|

sin ax

n—1

cosax

(n — l)x"_l -

ax 7w
_+_
(5+4)

a

dx

n—1

+c
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2O)I dx _ 1 __sinax +n—2j dx
cos

-1
cos” ax a(n—l) cos" ax n-1

21 I—:l-tanﬂ+c
l+cosax a
22) IL:—l-cotﬂ+c
1—cosax a 2
23I xdx —-ta ﬂ+% lncosﬂ+c
1+cosax 2 a 2
24_[ x dx t—+i 1ns1n—x+c
l—cosax 2 a4 2
25) Icosade—x—l-tanﬂJrc
1+ cosax a
26) Icosaxdx:—x——-cotﬂ+c
1—cosax a
27)I dx‘ = ! In tan(ﬂ+£j+c
CcOS ax Fsin ax a\/E 2 8
1 T
28) I 5 =—tan(ax+—j+c
(cosaxFsinax) 2a 4

coS ax 1 .
29) I dx:—[1ax+ln|c0sax$smax|]+c
cosax Fsinax

sin ax 1 .
30) .[ dx:1—[ax$1n|cosax$smax|]+c
cos ax Fsin ax 2a

31) Itanax dx = —lln|cosax|+c

a
32) jtan” ax dx = a(nl—l) tan””' ax—J.tan”*2 ax dx
tan” ax 1
33 — t n+l
)Icos ax a(n+1) s axwe

x 1
34) | ————=F—+—1In|sinaxFcosax|+c
)jtanax$1 2 2a | |

tanaxdx x 1
35) .[ :—+—1n|s1nax+cosax|+c
tanaxF1 2a
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36) Icotax dx =lln|sin ax| +c
a

37) jcot” ax dx = - (nl— ) cot”" " ax —J‘cot”*2 ax dx
38) _[ cot” ax dx =— ! cot"ax+c
sin” ax a(n+1)

39)_[ dx _J-tanaxa’x
1Fcotax tanax F1

USTEL FONKSiYONLARIN iINTEGRALI

1) Ie“" dx=le"x+c
a

ax

2) Ix-e‘”‘ dx =5

> (ax—1)+c
a

a a a
n -1
4) Ix” e“ dx=—x"e" ——|x"" -e" dx
a a

1 e” dx
7) |e”1 =—| e™ In|x|—
) Ie n|x| dx a[e n|x| J. J

X

ax

8) jew‘ -sinbx dx =

(a.sinbx—bcosbx)+c

a*+b’
ax
9) Ie“"~cosbxdx= ——(a.cosbx +bsinbx)+c
a +b
ax _: n—1
. e’ sin’ x . n(n-1 L
10) Ie“x-s1n"xdxzﬁ(a.smx—n.cosx)ﬁt (2 2)J.e”Lr sin"? x dx+c
a’+n a’+n
ax n-1
e cos’ x ) n(n-1 ~
11) Ie‘”‘-cos”xdx:ﬁ(a.cosx+n.smx)+ (2 Z)Ie“x-cos”zxdx+c
a’+n a’+n
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LOGARITMIK FONKSIYONLARIN INTEGRALI
1) J.lnx dx = x(lnx—1)+c

2) j(lnx)z dx:x(lnx)Q —2x-Inx+2x+c

3) I(lnx)n dx =x(Inx)" —nJ.(lnx)m1 dx  (n#1)

(m;t—l A n:t—l)

2 3
4) jﬁzln(lnx)+lnx+(lnx) +(1nx) +
Inx 2.2! 3.3!
dx X
5 =— #1
] (nx)  (n=1)(lnx)" i (ln (m=1)
6) Ix'"-lnxdx=x (lnx J (m#-1)
m+1 m+1
7)J‘ lnx X lnx J.x’" lnx Tdx+e
m+1
n n+l
8) J'(lnx) dxz(lnx) iy
n+l
In x dx Inx 1
9 _ - 1
) I (m_l)xm—l (m_l)z xm,l +c (m;t )
n n n—1
10) J'(lnx) dx:_ (lnx) . n J'(lnx) dx (m;tl N n;t—l)
x" (m—l)x’" m—1 x"
x" dx X" m+1¢ x" dx
11 =— + n#-—1
) ‘[(lnx)" (n—l)(lnx)n*1 n—1 '[(lnx)" ( )
dx
12) Ix.lnx—ln|lnx|+c
2 2 3 3
13) [ 2 ~tnfinx|~(n=1)nx - T 00 (n=) (nx)
x"-Inx 2.2! 3.3!
14) | o _ L e (n=1)

15) Isin(ln x)dx= %[sin(lnx)—cos(ln x)] +c

16) Icos(ln x) dx = %[sin(lnx)Jrcos(ln x)] +c
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17) je‘”lnxdx:l(e‘”‘lnx—je dx]
a x
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EK -2
TERS TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARIN INTEGRALI
1) J-Arcsinf dx = x-Arcsin£+\/a2 -x* +c

a a

a a

2 2
2) _[JC-Arcsinf dx:[%—%]-/lrcsin£+%\/az -x* +c

3 2 2
3) sz - AresinZ dx =%-Arcsin£+%\/a2 —x* +c

a a

2 2
4) J‘ArccosE dx=(%—%j~Arccos£+§\/a2 -x* +c

a a

X X
5) Ix-Arccos—a’x:x-Arccos——\/a2 -x* +c

a a

3

6) Ix Arccos—dx—x? Arccosz—%\/az—x2 +c
a

7) J‘Arctanﬁabc:x-Arctanﬁ—zln(a2 +x2)+c
a a 2

2 2

X a +x X ax

8) Ix-Arctan—dx: Arctan———+c¢
a

a
X X’ x ax’

9) Ixz~Arctan—dx=—Arctan———+—ln(a2+x2)+c
a 3 a 6

10) J.x"-Arctanfdx— Arctan——— —dx (n;t—l)
a n+l a n+l’a +x

11) .[Arccotidx:x-Arccotergln(az +x2)+c
a a 2

a2 X ax
Arccot—+—+c¢

12) Ix-Arccotfdx =2
a

a
X x’ x ax’ @

13) Ixz-Arccot—dx:—Arccot—+———ln(x2+a2)+c
a 3 a 6
X n+l X xn+1

14) J'x”‘Arccot—a’x= Arccot—+ I —dx+c
a n+l1 a n+l’a +x
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EK -3
HIiPERBOLIK FONKSIiYONLARI INTEGRALI

1) jshax dx =lchax+c
a

2) Ichax dx = lshax +c
a

3) Ishzax dx = LShZax—er c
4a 2

4) Ichzax dx = LshZax + e
4a 2

5) | & L

shax a

+c

d 2 -
6) jchzx:;/lrctan(e )+c

1 1
7) jx-shax dx =—x-chax —— shax+c
a a

8) Ix~chaxdx:lx-shax—izchax+c
a a
1
9) Ithax dx:—ln|chax|+c
a
1
10) Icthax dx=—In |shax| +c
a
11) IArcshfdx=x-Arcsh£—\/x2 +a’ +c
a a
12) IArcchidx:x-Arcchz—\/xz —a’+c
a a
13) IArcthﬁdxzx-Arcthf-i-gln‘az —xz‘-i-c
a a

14) J.Arccthﬁ dx = x-Arcth£+gln‘x2 —a2‘+c
a a 2
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